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1. Einleitung

In dieser Arbeit geht es um acht historische, mathematische Messinstrumente
aus der Fertigung der Firma A. Ott in Kempten, die aus den Zeiten des begin-
nenden 20. Jahrhunderts stammen und die sich heute in der Sammlung der AG
Numerik an der Technischen Universitat Darmstadt (TU Darmstadt) befinden.
Es handelt sich um Geréte, die auf mechanische Weise Integrationen durchfiih-
ren kénnen, so genannte Integratoren. Teils bestimmen sie Flachen, teils Mo-
mente, teils zeichnen sie Stammfunktionen zu einer gegebenen Kurve®,

Die Maschinen Uben einen besonderen Reiz auf den Betrachter aus, weil sie
einerseits Zeugnis einer anderen Zeit, vor der Verbreitung der Digital-Technik,
sind und weil sie andererseits ein einzigartiges, filigranes Aussehen haben,
dass, weil sich die Wirkweise nicht direkt erschliel3t, zum Anfassen und Aus-
probieren einladt. Es ist denkbar, diese natiirliche Motivation, die von den Ma-
schinen ausgeht, didaktisch nutzbar zu machen, um Mathematik zu erklaren
oder auf sie neugierig zu machen. Auerdem demonstrieren die Maschinen die
Bedeutung der zugrunde liegenden mathematischen Begriffe und Theoremen
durch ihre bloRe Existenz und ihren komplexen Aufbau, denn sie zeigen, dass
es Menschen viel Zeit und Geld wert war, diese Maschinen zu konstruieren,
weil sie dieselben mathematischen Berechnungen immer und immer wieder
durchfiihren mussten und wichtige Dinge von diesen Berechnungen abhingen.
Nicht zuletzt ermdglichen die Geréte auch ein besseres Verstandnis von einer
anderen Zeit und dem Miuhsal, mit dem friiher mathematische Berechnungen
verbunden waren.

Vor Bestehen dieser Arbeit war zu vielen der Maschinen nicht klar, welchem
Zweck sie dienen, wie sie heil3en, wie sie aufzubauen und zu benutzen sind. Es
war auch nicht klar, ob die Gerate vollstdndig sind oder ob es Anleitungen zu
ihnen gibt.

Ziel der Arbeit war es deshalb zundchst die Geréate zu identifizieren und nach
Anleitungen zu suchen, wie die Gerate zu bedienen sind und wie sie funktio-
nieren. Zum Teil war die Identifizierung nur anhand des Aussehens der Ma-

schinen moglich, weil entweder kein Name vorlag oder der Name in der ein-

! Die genaue Aufzdhlung der Geréte ist dem Inhaltsverzeichnis zu entnehmen.
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schldagigen Literatur nicht zu finden war. In der Literatur zu diesem Thema
fanden sich auch nur wenige Gebrauchsanweisungen; dafiir gab es zu jedem
Gerat eine Erklarung der Funktionsweise. Da die Literatur zu den Maschinen
jedoch meist iber 50 Jahre alt war und viele Maschinen auf einmal abhandelte,
um einen Uberblick zu geben, fielen auch die Erklarungen zu der Funktions-
weise sehr konzentriert aus, und bedurften einiger Einarbeitung. Dartber hin-
aus war vor 50 Jahren der Grenzwertbegriff von Cauchy und Weierstral} noch
nicht weit verbreitet, so dass die Beweise mit dem Leibniz‘schen Differential-
begriff gefiihrt wurden, von dem wir heute wissen, dass er nicht exakt ist und
der den meisten Menschen heute gar nicht mehr vertraut ist.

Die Arbeit sollte also noch vorhandenes Wissen Uber diese Maschinen sam-
meln und aufarbeiten. Mein Anspruch war es moéglichst einfache Beweise zu
finden, in die man sich einfach einlesen kann, sie mit vielen Bildern zu ver-
deutlichen und den modernen Grenzwertbegriff von Cauchy und Weierstral3 zu
verwenden?.

Zu einem Gerat habe ich darlber hinaus einen Film produziert, der die Bewe-
gungsablaufe, den Zweck, Aufbau und die Wirkweise eines der Gerate zeigt.
Der Film findet sich im Anhang dieser Arbeit. Er ist ein Beispiel dafur, wel-
chen didaktischen Mehrwert eine filmische Verarbeitung der Maschinen im
Vergleich zur bloRen Textanleitung gibt und kann als Anregung dienen, Videos
zu weiteren Maschinen aufzunehmen. Auf Grundlage meiner Arbeit kann nun
eine Ausstellung der Geréte oder eine ausfuhrlichere didaktische oder auch
eine historische Arbeit entstehen.

Zu den einzelnen Kapiteln:

In Kapitel 2 geht es zunachst um die Namen der Gerate. Es wird erlautert, wo-
nach die Geréte benannt sind, was man von ihren Namen ableiten kann und in
welchen Kategorien sie einzuordnen sind.

Die Maschinen werden in Kapitel 3 erldutert. Es gibt zu jeder Maschine Fotos,
schematische Skizzen, sowie Ausfiihrungen dariber, wozu die Maschine ge-
nutzt wurde (Zweck), wie sie aufgebaut ist (Aufbau), wie sie anzuwenden ist

(Anwendung) und wie sie funktioniert (Wirkweise).

% Zum Teil habe ich die Beweise auch selbst geflihrt oder stark Giberarbeitet. Andere habe ich
nur neu bebildert und formuliert.
2



Dem 3. Kapitel sind zwei Unterkapitel, »VVorwort« und »Messrollen-Technik,
vorangestellt.

Im Vorwort wird zusammengefasst, welche der Unterkapitel des 3. Kapitels
»Die Maschinen« man losgeldst von dem Rest der Arbeit lesen und verstehen
kann oder welche Kapitel aufeinander aufbauen. Eine Lektlre des VVorwortes
ist dann wichtig, wenn man sich nur fir bestimmte Maschinen interessiert und
wissen will, welchen Teil der Arbeit man Gberspringen kann und welchen
nicht.

In »Messrollen-Technik« geht es nicht um eine Maschine selbst, sondern um
eine Technik, die sehr viele der Maschinen nutzen — ndmlich die der Messrolle.
Es wird erklart, wie sich die Messrolle bei bestimmten Bewegungen verhélt
(eine wichtige Voraussetzung fur das Verstandnis einiger Maschinen (vgl.
»Vorwort«)), und das richtige Ablesen und Interpretieren der Messrolle wird
vorgefihrt. Im Anschluss an dieses Kapitel werden die Maschinen selbst be-
schrieben.

Dem schlieft sich das Kapitel »Historisches zu den Maschinen und der TH
Darmstadt« an. Viele der Maschinen, um die es in dieser Arbeit geht, haben
eine gemeinsame Geschichte mit der TU Darmstadt (ehem. TH Darmstadt) und
sind dort entwickelt oder wenigstens weiterentwickelt worden. In diesem Kapi-
tel geht es darum, welche Maschinen das betrifft, wer sie entwickelt hat und

wie die Beziehung zwischen der Firma A. Ott und der TH Darmstadt war.



2. Begriffe: Vom Planimeter zum In-
tegraph

Unter dem Begriff Integrator werden alle Gerdte zusammengefasst, die me-
chanisch Integrationen durchfiihren. Die Gruppe dieser Geréte lasst sich eintei-
len in Planimeter (Integralmesser) und Integraphen (Integralzeichner), d.h.
Gerate die zu einer gegebenen Kurve ein Integral bestimmen bzw. messen oder
ein Integral zeichnen®. Neuere Planimeter sind so konstruiert, dass man mit
ihnen eine gegebene Kurve abfahrt und anschlielend an einer Messrolle oder
einer anderen Anzeigevorrichtung den Integral-Wert bis auf die Multiplikation
mit einer Konstanten ablesen kann. Diese Gerdate, die in der Vergangenheit
noch Umfahrungsplanimeter genannt wurden, verdrangten immer mehr Gera-
te mit anderer Funktionsweise wie z.B. das Auszéhlen von Quadraten oder das
Messen von Parallelstreifen®. Heute sind deshalb allgemein meist Umfah-
rungsplanimeter gemeint, wenn man von Planimetern spricht.

Alle Planimeter, die in dieser Arbeit beschrieben werden, haben Gemeinsam-
keiten in ihrem Aufbau. Sie besitzen einen Fahrarm, der eine gegebene Kurve
beféhrt und an dem eine Messrolle befestigt ist, die das integral bestimmt. Das
andere Ende des Fahrarms bewegt sich auf einer Geraden (auf der es z.B. durch
einen Wagen in einer Schiene gefiihrt wird), auf einem Kreis (auf dem es z.B.
durch durch einen weiteren Arm geflhrt wird) oder einer anderen Kurve. Je
nachdem auf welcher Kurve sich der Fahrarm bewegt, wird das Gerat benannt.
Bewegt sich der Arm auf einer Geraden, spricht man von einem Linearplani-
meter; bewegt es sich auf einem Kreis, spricht man von einem Polarplanime-
ter. In Kapitel 3.5 nennen wir ganz allgemein ein Planimeter, dass sich auf
einer stiickweise glatten und stetigen Kurve bewegt ein allgemeines Umfah-
rungsplanimeter, obwohl es Umfahrungsplanimeter gibt, die sich nicht auf

diese Weise kategorisieren lassen. Damit folge ich der Notation von Willers,

* Diese Unterteilung und auch die folgenden Begriffe sind gut zu entnehmen aus der Arbeit
von Meyer zur Cappelen, W.: Mathematische Instrumente. 3. Auflage. Leipzig: Geest & Portig
K.-G., 1949 (Mathematik und ihre Anwendungen in Physik und Technik, Reihe B, Band 1), S.
179ff.
4 Vgl. Willers, FR. A.: Mathematische Maschinen und Instrumente. Berlin: Akademie Verlag,
1951, S. 118ff,125.
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der ebenfalls allgemein von einer Umfahrungsplanimeter-Theorie und in die-
sem Kontext von einer allgemeinen Planimetergleichung spricht”.

Neben der bereits angefiihrten Benennung von Planimetern aufgrund von Spe-
zifika im Aufbau tragen Planimeter oft den Namen des Erfinders und / oder des
Erbauers im Namen und einen Hinweis, welche Integrale durch das Gerat be-
stimmt werden konnen.

Planimeter, die ein Integral [ y(x) dx bestimmen, werden Grundplanimeter
oder Planimeter 1. Ordnung genannt. Analog werden Planimeter, die das
Integral [ y(x)?dx bestimmen Quadratplanimeter oder Planimeter 2. Ord-
nung genannt. Allgemein nennt man Planimeter, die Integrale der Form
[y(x)" dx,n € N bestimmen, Potenzplanimeter.

Auf diese Weise kodnnen Wortkombinationen entstehen, wie Quadrat-
Linearplanimeter Adler-Ott. Die Bezeichnung des Gerats ergibt sich daraus,
dass das Gerat auf einer Schiene lauft, ein Integral der Form [ y(x)?dx be-

stimmt, von Heinz Adler erfunden und von der Firma A. Ott konstruiert wurde.

> Vgl. Willers (1951), S. 125ff.



3. Die Maschinen

3.1. Vorwort

Im Folgenden werden sieben Maschinen vorgestellt, die sich in der Sammlung
der AG Numerik an der Technischen Universitat Darmstadt befinden. Dariiber
hinaus befindet sich in der Sammlung ein Harmonischer Doppelanalysator, der
in Kapitel 3.8 »Harmonischer Analysator« kurz angerissen wird. Zu jeder Ma-
schine wird jeweils der Zweck und der Aufbau beschrieben, eine kurze Anlei-
tung gegeben, wie die Gerate zu bedienen sind (Anwendung) und die Funkti-
onsweise (Wirkweise) der Maschinen erldutert.

Vor die Ausfihrungen zu den Maschinen ist noch ein Kapitel Gber die Messrol-
len-Technik voran gestellt, welche die meisten Maschinen benutzen.

Die Ausflihrungen zur Funktionsweise bauen teils aufeinander auf, teils ergan-
zen sie einander. Deshalb scheint es sinnvoll firr Leser, die nur Teile der Arbeit
lesen wollen, kurz zu beschreiben, welche Kapitel unabhéngig voneinander
gelesen werden kénnen und welche nicht. Das kombinierte Grund- und Quad-
rat-Linearplanimeter wird dabei in zwei separate Geréate aufgeteilt (das Grund-
Linearplanimeter und das Quadrat-Linearplanimeter) und auch separat aufge-
fuhrt, da sie in den Erkl&rungen zu der Wirkweise auch als separate Maschinen
erklart werden und oft nur Wissen Uber das Grund-Linearplanimeter wichtig

ist.

Kapitel 3.2 — Messrollen-Technik

Voraussetzungen: Keine.

Kapitel 3.3.4.1 — Grund-Linearplanimeter
Die Theorie des Grund-Linearplanimeters wird in Kapitel 3.5.4 »Polarplanime-
ter« zur allgemeinen Umfahrungsplanimeter-Theorie ausgebaut.

Voraussetzungen: Kapitel 3.2 »Messrollen-Technik.

Kapitel 3.3.4.2 — Quadrat-Linearplanimeter
Voraussetzungen: Kapitel 3.3.4.1 »Grund-Linearplanimeter«.




Kapitel 3.4.4 — Integrimeter
Voraussetzungen: Kapitel 3.3.4.1 »Grund-Linearplanimeter«.

Kapitel 3.5.4 — Polarplanimeter
In diesem Kapitel wird die Linearplanimeter-Theorie zu einer allgemeinen Um-
fahrungsplanimeter-Theorie ausgebaut.

Voraussetzungen: Kapitel 3.3.4.1 »Grund-Linearplanimeter.

Kapitel 3.6.4 — Linear-Potenzplanimeter mit Kurvensteuerung
Voraussetzungen: Kapitel 3.3.4.1 »Grund-Linearplanimeter«.

Kapitel 3.7.4 — Stieltjes-Planimeter

Ein Teil des Stieltjes-Planimeters ist ein Polarplanimeter. Dieses wird nicht
weiter erkléart und vorausgesetzt. Wer ein vollstandiges Verstandnis des Gerats
anstrebt sollte daher dartiber hinaus die Kapitel 3.3.4.1 »Grund-
Linearplanimeter« und 3.5.4 »Polarplanimeter« lesen. Fir ein grundsatzliches
Verstandnis dessen, was das Gerét auszeichnet, ist eine Kenntnis der Kapitel
jedoch nicht notig.

Voraussetzungen: Keine. Bei naherem Interesse Kapitel 3.3.4.1 »Grund-

Linearplanimeter« und Kapitel 3.5.4 »Polarplanimeter.

Kapitel 3.8 — Harmonischer Analysator
Eine Abwandlung des Stieltjes-Planimeters. Es gibt haufig Vergleiche und
Querverweise auf die Funktionsweise des Stieltjes-Planimeters.

Voraussetzungen: Kapitel 3.7 »Stieltjes-Planimeter«. Bei naherem Interesse

Kapitel 3.3.4.1 »Grund-Linearplanimeter« und Kapitel 3.5.4 »Polarplanime-

ter«.

Kapitel 3.8.5 — Harmonischer Doppelanalysator
Voraussetzungen: Kapitel 3.8 »Harmonischer Analysator«.

Kapitel 3.9.4 —Integraph

Voraussetzungen: Keine.




3.2. Messrollen-Technik

Hier soll kurz auf die Messrollen-Technik eingegangen werden, die von den
Geraten genutzt wird®. Es werden wichtige Begriffe erlautert, es wird erklart,
wie die Messrollen abzulesen sind und wie sich der Wert auf einer Messrolle

andert, wenn man die Rolle an einer bestimmten Kurve entlang zieht.

3.2.1. Begriffe

Wenn man eine Messrolle iber einen Blatt Papier oder einen anderen Unter-
grund zieht, dreht sich dabei in der Regel die Messrolle. Wie weit bzw. wie oft
sich die Rolle dabei dreht, nennt man die Messrollenabwicklung. Dem liegt
die Vorstellung einer Rolle mit Schnur zugrunde, die ber den Boden gerollt
wird und die sich dabei abwickelt, wahrend man das Ende der Schnur festhalt.
Die Léange der abgewickelten Schnur wirde genau der Messrollenabwicklung
entsprechen. Die Beschriftung bzw. Skalierung auf der Messrolle nennt man
Nonius. Einen Teil dieser Skalierung (in der Regel der Abstand von einem
Strich der Kkleinsten Einheit zum nachsten) nennt man ein Noniusteil. Die Skala
in Noniusteilen entspricht gewdhnlich nicht dem metrischen System. Um die
Messrollenabwicklung in Zentimetern zu erhalten muss man die Anzeige in
Noniusteilen zundchst in Zentimeter umrechnen.

Die Messrollenrichtung ist die Richtung, in welche die Messrolle zeigt und in
welche sie Rollt. Bei dem Bild mit der Schnur, das wir zur Erklarung der Mess-
rollenabwicklung herangezogen haben, entspricht sie der Richtung, in der die
Schnur-Rolle gerollt wurde.

Die Rollachse ist dagegen die Achse, um die sich die Rolle dreht. Sie steht

senkrecht zur Messrollenrichtung.

6 Vgl. auch die Ausfiihrungen von Willers (1951), S. 129ff.
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3.2.2. Die Messrolle ablesen

Bild 1: Eine Messrolle mit einem Noniuswert von 933.

Alle Geréte, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, verfiigen tber eine Mess-

rolle, wie in Bild 1 abgebildet. Die Rollen haben fast immer einen Durchmes-

ser von 2 cm’. Daraus folgt ein Rollenumfang von 2m. Der Rollenumfang der

Rolle, die auf dem Papier lauft, wird dabei auf der Rolle gleichmaRig in 100

Noniusteile aufgeteilt, die jeweils in Zehnerschritten durch eine Zahl von 0 bis
1

9 beschriftet sind. Ein Noniusteil entspricht also % == 0,06283 ...cm.

Funf Millimeter entsprechen also ungefahr acht Noniusteilen.

Die Messrollenabwicklung tbertragt sich durch ein Zahnradgetriebe auf eine
zweite Rolle mit Skala von 0 bis 9. Die Ubersetzung der Zahnrader ist dabei
von der Art, dass sich die Rolle, die auf dem Untergrund rollt genau zehnmal
drehen muss, damit sich die Rolle mit der Beschriftung 0 bis 9, die durch das

Zahnradgetriebe in Bewegung gesetzt wird, einmal dreht.

" Die einzige Ausnahme bildet das Potenzplanimeter mit Kurvensteuerung. Hier variiert der
Durchmesser.
9



Man kann die Messrollenabwicklung in Noniusteilen also in Hunderter-Zahlen
direkt am Gerét ablesen.

Bild 2: Eine Messrolle mit einem Noniuswert von 227.

Der Wert dieser Messrolle betragt 227 Noniusteile. Der Wert der Messrolle in
Bild 1 betragt 933 Noniusteile. Bezeichnet Bild 1 den Ausgangszustand, auf
den eine Bewegung der Messrolle gefolgt ist, und Bild 2 den Endzustand dieser
Bewegung, dann betragt die Messrollenabwicklung dieser Bewegung

1227 — 933 Noniusteile = 294 Noniusteile = 18,47 cm. Die »1« muss dem
Noniuswert aus Bild 2 voran gestellt werden, weil die Messrolle, welche die

Hunderterschritte misst die »0« Uberschritten hat.
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3.2.3. Theoretische Betrachtung der Messrollen-
abwicklung

Nun wollen wir der Frage nachgehen, wie stark sich die Messrolle abrollt,
wenn man sie in einer bestimmten Richtung tber das Blatt zieht.

Wir betrachten folgende Bewegungen:

3.2.3.1. Gradlinige Bewegung in Messrollenrichtung

v

Bild 3: Die Messrolle wird um m cm in Messrollenrichtung gezogen.

Bei dieser Bewegung bertragt sich jeder Teil der Bewegung auf die Messrolle

und die Messrollenabwicklung betragt m cm.

3.2.3.2. Gradlinige Bewegung senkrecht zur Messrollenrichtung

v

Bild 4: Die Messrolle wird um m cm senkrecht zu der Messrollenrichung, in Richtung der

Rollachse gezogen.

Bei dieser Bewegung Ubertragt sich kein Teil der Bewegung auf die Messrolle;
Die Messrolle dreht sich nicht und gleitet oder hiipft (in kleinen Schritten) Gber
das Blatt.

3.2.3.3. Gradlinige Bewegung schrag zur Messrollenrichtung

m

>

Bild 5: Die Messrolle wird um m c¢cm schrég zu der Messrollenrichung gezogen.

Wir werden gleich beweisen, dass sich die Messrolle in diesem Fall um

m - cos(a) abwickelt, wobei a der Winkel zwischen der Messrollenrichtung

11



und der Richtung ist, in welche die Messrolle gezogen wird. Driickt man die
Bewegung mit welcher die Messrolle gezogen wird, als Vektor aus, dann kann
man diesen Vektor als Summe zweier anderer VVektoren darstellen, von denen
einer in Messrollenrichtung verlauft und der andere senkrecht dazu. In diesem
Fall entspricht die Messrollenabwicklung gerade der Lange des Vektors in
Messrollenrichtung.

Bild 6: Darstellung der Bewegung als Summe von Bewegungen in Messrollenrichtung und

Bewegungen senkrecht dazu.

Beweis:
Wir betrachten zundchst nicht die gradlinige Bewegung selbst, sondern erset-
zen die Bewegung durch eine Zickzack-Bewegung in Messrollenrichtung und

senkrecht dazu:

>

S~ T T

EVANVANV AN A AN AW VAV AV Y2 Voo S

}
Bild 7: Anndherung der gradlinigen Bewegung durch Zickzack-Bewegungen in Messrollen-

richtung und senkrecht dazu. Bewegungen in Messrollenrichtung sind rot eingezeichnet.

Bei dieser Bewegung lasst sich die Messrollenabwicklung bestimmen: Sie be-
tragt die Summe der L&ngen der rot eingezeichneten Strecken in Messrollen-

richtung. Bei der obersten Annéherung in Bild 7 gibt es 10 Zacken und damit
10 rote Strecken. Eine der roten Strecken hat eine Lange von lﬂo - cos(a) cm.
Alle rote Strecken aneinandergereiht haben also eine L&ge von

12



m:- 1”—0 cos(a) = m - cos(a) cm. Allgemein flhrt eine Annaherung mit n Za-
cken auf n rote Strecken der Lange % - cos(a) cm, was eine Messrollenab-
wicklung von n - % - cos(a) = m - cos(a) cm ergibt.

Es ist also egal, wie sehr man die gradlinige Bewegung durch Zickzack-
Bewegungen annéhert, die Messrollenabwicklung ist m - cos(a). Im Grenz-
wert dieses Prozesses kann man die Zickzack-Bewegungen nicht mehr von der

gradlinigen Bewegung unterscheiden.

g.e.d.

Im Ubrigen ist es egal, ob die Messrollenrichtung im positiven oder im negati-
ven Sinne um « von der Richtung bweicht, in welche die Messrolle gezogen
wird. Das rechtwinklige Dreieck und damit auch die Messrollenabwicklung
bleiben gleich (vgl. Bild 8).

m
Bild 8: Symmetrie des Winkels beziiglich der Bewegungsrichtung.
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3.3. (Grund- & Quadrat-)Linearplanimeter

3.3.1. Zweck

Bild 9: (Grund- & Quadrat-)Linearplanimeter. Rechts und links von dem Gerat befinden sich

die Distanzstabe, mit denen man die Zeichnung ausrichten kann.

Das Grund- & Quadrat-Linearplanimeter ist eine Kombination aus zwei ur-
springlich separaten Gerédten: Einem Grundplanimeter und einem Quadrat-
planimeter.

Ein Grundplanimeter kann Flachen bestimmen, die sich durch eine geschlosse-
ne, stetige Kurve begrenzen lassen, indem die Kurve mit dem Gerét abgefahren
wird. Der Graph der Kurve muss als Zeichnung vorliegen.

Das Quadratplanimeter kann zu derselben Kurve und einem x-y-Koordinaten-
system durch Umfahren der Kurve das Integral [ y?dx bestimmen®.

Das Grund- & Quadrat-Linearplanimeter vereint diese beiden Geréte: Die Kur-
ve muss nur ein einziges Mal abgefahren werden und es wird sowohl die Fla-

che, als auch das Integral bestimmit.

® Teilt man die geschlossene Kurve in zwei Funktionsgraphen von Funktionen f und g auf, die
in dem Koordinatensystem lbereinander liegen und in den Endpunkten ineinander liberge-
hen, dann bestimmt das Gerét das Integral [ y?dx = [ f(x)? — g(x)?dx.

14



Die Bestimmung des Integrals [ y?dx ist deshalb so interessant, weil damit
leicht der Schwerpunkt der Flache bestimmt werden kann. Der Schwerpunkt
S = (sx, 5, einer Flache liegt bei den Koordinaten

S =lffyalxaly=lffyalyalx=i y2dx
* A A 2A ’

s =lffxdydx=lffxdxdy=ifx2dy
YA A 2A ’

wobei A den Flacheninhalt der Flache bezeichnet. Gerade der Flacheninhalt A
und das Integral [ y%dx bzw. [ x*dy werden aber von dem Gerat bestimmt.

So kann mit dem Gerét durch einfaches Umfahren des Fl&chenrands die x-
Koordinate bestimmen, wenn die Maschine an der x-Achse ausgerichtet ist.
Will man die y-Koordinate des Schwerpunks berechnen, muss man die Ma-
schine nur an der y-Achse ausrichten (dadurch wird das Koordinatensystem

um 90° gekippt).

Auch das Volumen von Rotationskorpern lasst sich anhand einer Zeichnung
des Graphen der zu rotierenden Funktion mit dem Gerat leicht bestimmen.

Das Volumen bestimmt sich nach der Formel
nf y2dx.

AuRerdem eignet sich das kombinierte Grund- und Quadrat-Linearplanimeter,
um in Diagrammen, bei denen die y-Achse quadratisch skaliert ist, Flachen-

inhalte zu bestimmen.

Ein weiteres Anwendungsgebiet ist die Bestimmung des Erwartungswerts oder
des Effektivwerts zu einer gegebenen Dichte.

Der Erwartungswert bestimmt sich nach

fx-y(x)dx:ffxdydx:ffydxdyzfxzdy.

Der Effektivwert bestimmt sich nach

fyzdx.
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3.3.2. Aufbau

Hinweis: Hier und auch im Folgenden in dem Kapitel 3.3 stellen die Skizzen
das Gerat um 180° gedreht dar. Das geschieht aus didaktischen Erwagungen,
weil der Leser in der Regel gewohnt ist Funktionen oberhalb der Abszisse zu
zeichnen (vgl. Bilder 9, 10 und 11).

Bild 10: Kombiniertes Grund- und Quadrat-Linearplanimeter. Um 180° gedreht.

ty

X <

Bild 11: Kombiniertes Grund- und Quadrat-Linearplanimeter. Hinweis: Der Fahrarm BF
befindet sich uber dem kleinen Arm AC (vgl. Bild 9) und kann sich auch Uber diesen hinweg
unter die x-Achse, fast bis zur Leitschiene L bewegen. In Wirklichkeit ist der Abstand zwi-
schen Leitschiene und x-Achse deutlich groRer, so, dass sich hier viel Spielraum ergibt. Der
kleine Arm AC, der ja mit dem Ende C in dem Fahrarm BF l&uft, bewegt sich dabei mit unter

die x-Achse. Das gleichschenklige Dreieck bleibt erhalten.
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Das Gerét besteht aus einer Leitschiene L, in der sich ein Wagen bewegt. Auf
dem Wagen sind, parallel zur Leitschiene, zwei Zapfen A und B angebracht, an
denen die Arme eingehédngt sind. Es gibt einen langeren Fahrarm BF, der an
dem rechten Zapfen B eingehangt wird, und einen kirzeren Arm AC, der an
dem linken Zapfen A eingehéangt wird. Beide Arme koénnen sich um ihren Ein-
héngepunkt drehen. Das andere Ende C des kleinen Arms wird unten in den
Fahrarm BF eingesetzt. Dort befindet sich eine Schiene, so dass der Punkt C
auf dem Fahrarm auf und ab laufen kann.

An jedem der beiden Arme befindet sich eine Messrolle. Die Messrolle an dem
Fahrarm BF rollt senkrecht zu dem Arm ab®, die Rolle an dem kleineren Arm
AC rollt parallel zu dem Arm ab.

An der Spitze des Fahrarms BF befindet sich ein Fahrstift F oder ein Visier
oder eine Lupe, mit welcher die Kurve abgefahren wird, zu der die Flache bzw.
das Integral bestimmt werden soll.

Der kleine Arm hat die Lénge c. Auch der Abstand zwischen den Zapfen A und
B betrégt c. Der Fahrarm hat die Lange a. Der Winkel zwischen Fahrarm und
x-Achse heilit «. Da das Dreieck ABC gleichschenklig ist und wegen dem In-
nenwinkelsummensatz, kommen in dem Dreieck weiterhin nur noch die Win-
kel @ und m — 2a vor. Damit betragt der Winkel zwischen dem kleinen Arm

und der x-Achse 2«.

Eine kurze Beschreibung, wie sich die Maschine bewegen kann:

Bewegt man den Fahrstift F nach rechts bzw. nach links, wird die ganze Appa-
ratur aus Armen, Messrollen und dem Wagen in der Leitschiene L nach rechts
bzw. links verschoben. Ansonsten &ndert sich nichts.

Wird der Fahrstift F nach oben bzw. unten bewegt, so bewegt sich der Wagen
in der Leitschiene nach links zum Fahrstift hin bzw. nach rechts, vom Fahrstift
weg; Der kleine Arm AC dreht sich im Uhrzeigersinn bzw. gegen den Uhrzei-
gersinn um den Punkt A; Der Winkel a wird groRer bzw. kleiner; In dem Drei-
eck ABC bewegt sich der Punkt A von der Dreiecksseite BC weg bzw. bewegt

sich darauf zu.

°Zu dem Begriff ,,in eine Richtung abrollen” vgl. Kapitel 3.2.1 »Begriffe«.
17



3.3.3. Anwendung

Zunachst muss eine Zeichnung in geeignetem MaRstab vorliegen. Die Zeich-
nung darf die MaRRe 50x30 cm nicht tberschreiten.

Die Leitschiene wird Uber die Zeichnung gelegt, sodass die Fahrschiene unten
liegt (beachte Bild 9 und den Hinweis auf S. 16). Dann wird die Zeichnung
ausgerichtet. Die Zeichnung sollte an das rechte Ende der Leitschiene gelegt
werden, da der Fahrarm nach rechts orientiert ist und man dadurch nicht so
schnell mit dem Wagen an das linke Ende der Leitschiene anstofRt.

Dann muss das x-y-Koordinatensystem ausgerichtet werden. Zu diesem Zweck
liegen dem Gerét zwei Distanzstabe bei (In Bild 9 ganz rechts und links). Sie
werden in die Leitschiene eingesetzt und ihre Spitzen liegen genau auf der Li-
nie, die der x-Achse des Koordinatensystems entspricht. Die y-Achse verlauft
senkrecht dazu. Man entscheidet sich also, wo die x-Achse liegen soll und rich-
tet die Leitschiene mithilfe der Distanzstdbe so aus, dass ihre Spitzen auf der x-
Achse liegen. Die Lange der Distanzstabe entspricht genau dem Abstand der
Zapfen zu der Leitschiene, wenn der Wagen in der Leitschiene lauft. Die x-
Achse des Koordinatensystems verlauft also immer durch die beiden Zapfen
auf dem Wagen (der an dieser Stelle noch nicht aufgebaut ist). AnschlieRend
setzt man den Wagen auf die Schiene und fligt die Arme mit den Messrollen
ein.

Bei ausschliellicher Flachenbestimmung ist die genaue Position des Koordina-
tensystems nicht relevant. Es muss nur jeder Punkt der Kurve durch den Fah-
rarm erreichbar sein’®. Die Position und Ausrichtung des Koordinatensystems
hat nur fir die Bestimmung von [ y2dx Bedeutung.

Zur Bestimmung von Rotationsvolumina muss die x-Achse der Drehachse ent-
sprechen.

Soll [ x?dy bestimmt werden, stellt man das Gerat so auf, dass die Spitzen der

Fuhrungswagen auf der Linie liegen, welche die y-Achse sein soll. Dadurch

% Die x-Achse kann auch durch die Zeichnung selbst verlaufen. Hierbei ist jedoch zu beach-
ten, dass, wenn der Grof3teil der Flache oberhalb der x-Achse liegt, die Messrollenabwicklung
ein negatives Vorzeichen bekommt. Entweder man ignoriert dieses Vorzeichen oder man
fahrt die Kurve in diesem Fall nicht im Uhrzeigersinn, sondern gegen den Uhrzeigersinn ab.
Dann erhalt man auch in diesem Fall das richtige Vorzeichen.
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wird neben dem Gerét auch das Koordinatensystem um 90° gedreht und es

wird nicht [ y2dx, sondern [ x?dy bestimmt (vgl. 3.3.2 »Zweck«).

Nach dem Ausrichten setzt man die Spitze des Fahrarms an einem beliebigen
Punkt der Kurve auf und notiert sich die aktuelle Zahl auf den Messrollen.
Dann fahrt man die Kurve im Uhrzeigersinn ab, bis man wieder an dem Punkt
angekommen ist, an dem man begonnen hat. Man notiert sich erneut die Zahl
auf den Messrollen und berechnet jeweils die Differenz.

Nun muss man diese Zahlen nur noch mit je einer Konstanten (der s.g. Gerate-
konstanten) multiplizieren, die man der Gerateanleitung entnehmen kann. Liest
man die Zahlen auf der Messrolle des groRen Fahrarms ab, ergibt diese Rech-
nung den Flacheninhalt. Der Wert des Integrals [ y2dx ergibt sich durch Able-

sen der Messrolle des kleinen Arms.

Fur die Messrolle zum Ablesen des Flacheninhaltes am langen Fahrarm betréagt
diese Konstante

K =20 2% 2 125663

Vier Noniusteile auf der Messrolle entsprechen also ungefahr einer Flache von

5cma.

Fur die Messrolle zum Ablesen des Integrals [ y2dx am kleinen Arm betragt
die Konstante

k220 125663
~72 100 T

Hier entsprechen vier Noniusteile also ungefahr 50 cm2,

3.3.4. Wirkweise

Ausfiihrungen tber die Wirkweise findet man bei Willers (1951), S. 164ff. und
Meyer zur Cappelen (1949), S. 179f. Anders als in der angefliihrten Literatur
habe ich den leichter verstandlichen Ansatz gewdhlt, das kombinierte Gerét in
den Grund-Linearplanimeter und ein Quadrat-Linearplanimeter aufzuteilen und

die Wirkweise dieser Gerate separat zu erklaren. Die Funktionsweise des
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kombinierten Geréts ergibt sich dann direkt aus der Funktionsweise der beiden
separaten Gerdéte.

Als Beweis der Wirkweise des Grund-Linearplanimeters (Kapitel 3.3.4.1)
stelle ich den Beweis von Blimich vor, welcher diesen wiederum von Kunkel
ubernommen und aus dem
Englischen bersetzt hat **.
Der Beweis des Quadrat-
Linearplanimeters  (Kapitel
3.3.4.2) ist ein Beweis von
Fischer'?. Beide Beweise sind
neu bebildert und textlich

Uberarbeitet. Weitere Ausfiih-

rungen zu den separaten Ge-

raten finden sich auch bei

Willers und Meyer zur

13
Cappelen™. Bild 12: Quadrat-Linearplanimeter.
Bevor ich zu den Beweisen

der einzelnen Gerate komme, will ich noch ein paar Worte tber das kombinier-
te Geréat und seine Zusammensetzung aus den einzelnen Geréaten verlieren.

Warum beweist die Funktionsweise der beiden einzelnen Gerate direkt die
Funktionsweise des kombinierten Gerats? Das ergibt sich daraus, dass das
kombinierte Gerét nur ein Quadrat-Linearplanimeter mit einer weiteren Mess-
rolle am Fahrarm (Vgl. Bilder 12, 13 und 14) ist. Diese zusatzliche Messrolle
schrankt das Quadrat-Linearplanimeter in keinster Weise ein. Gleichzeitig fiigt
es dem Gerdt ein Grund-Linearplanimeter hinzu. Denn ein Grund-

Linearplanimeter definiert sich aus nichts anderem als einem Fahrarm, dessen

" Vgl. Bliimich, Wolf-G.: Das Planimeter. Wie funktioniert ein Polarplanimeter?
http://bluemich.net/rechner/rmplanimeter.htm (Letzter Zugriff: 15.12.2013), welche wiede-
rum basierend auf Kunkel, Paul: The Planimeter.
http://whistleralley.com/planimeter/planimeter.htm (Letzter Zugriff: 15.12.2013).
2 Vgl. Fischer, Joachim: Zur Rolle von Heinz Adler zwischen Ludwig Albert Ott und Alwin Os-
wald Walther. In: Hashagen, UIf; Hellige, Hand Dieter (Hrsg.): Rechnende Maschinen im Wan-
del: Mathematik, Technik, Gesellschaft. Festschrift fir Hartmut Petzhold zum 75. Geburtstag.
Preprint 3. Deutsches Museum, 2011.
http://www.deutsches-museum.de/fileadmin/Content/TRASH/PetzoldGesamt_2.pdf
(Letzter Zugriff: 23.12.2013), S. 40f.
B vgl. Willers (1951), S. 149f und Meyer zur Cappelen (1949), S. 180ff, sowie
Willers (1951), S. 164ff. und Meyer zur Cappelen (1949), S. 202f.
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eines Ende sich auf einer Geraden bewegt (der Zapfen B bewegt sich nur auf
der x-Achse) und einer Messrolle an diesem Fahrarm, die senkrecht zu dem
Arm abrollt. Letzteres ist aber gerade die neu hinzugefiigte Messrolle. Auch
die Funktion des Grund-Linearplanimeters wird dabei nicht eingeschrénkt.

Um die Wirkweise des kombinierten Gerdts zu verstehen, ist es hilfreich sich
zuerst die Kapitel 3.3.4.1 und 3.3.4.2 durchzulesen, anschlieend noch einmal

zu diesem Text zurtick zu kehren und die Bilder 12, 13 und 14 zu vergleichen.

A

y

———————l

X
A
I

Bild 13: Kombiniertes Grund- und Quadrat-Linearplanimeter.
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3.3.4.1. Grund-Linearplanimeter

Bild 14: Grund-Linearplanimeter.

Hier soll nun also die Funktionsweise des Grund-Linearplanimeters erklart
werden. Es gibt im Aufbau nur zwei Unterschiede zum kombinierten Gerét.
Auf dem Wagen findet sich kein zweiter Zapfen und es gibt auch keinen klei-
nen Arm mit Messrolle. Das Gerét besteht nur aus einem Fahrarm mit der Spit-
ze F und der Lénge a, dessen anderes Ende B durch den Wagen und die Leit-
schiene auf der x-Achse bewegt wird. Auflerdem ist an dem Fahrarm noch eine

Messrolle angebracht, die senkrecht zu dem Fahrarm abrolit.

Wie funktioniert dieses Gerat nun?

Behauptung:
Gegeben ist ein Fahrarm und eine Messrolle, die immer senkrecht

zu dem Fahrarm abrollt. Das eine Ende des Fahrarms bewegt sich
auf einer Geraden. Das andere Ende mit der Spitze F wird an einer
geschlossenen, stetigen Kurve im Uhrzeigersinn einmal rundherum
entlang gefiihrt. Sei w die Rollenabwicklung der Messrolle.

Dann ist die von der Kurve umgrenze Flache A = w - a, das Pro-

dukt aus der Rollenabwicklung w und der Fahrarmlénge a.
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Beweis:
Betrachten wir zunédchst einmal, was geschieht, wenn man den Fahrstift und

auch den Rest des Gerats um m cm nach rechts oder links verschiebt.

Bild 15: Bei einer Bewegung um m cm nach rechts, rollt sich die Messrolle um

w = m - cos(a) cm ab (vgl. Kapitel 3.2.3.3).

Die Messrolle rollt sich dabei, wie in Kapitel 3.2.3.3 beschrieben, genau um
w =m-cos(a) cm ab. Das ist aber gerade die Hohe des Parallelogramms,

welches der Fahrarm bei der Bewegung Uberstreicht
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Bild 16: An der Messrolle kann man die Hohe des Parallelogramms ablesen.

Man kann an der Messrolle also die Hohe des Parallelogramms ablesen. Hier
sieht man schon, dass w - a bereits ein Flacheninhalt ist, ndmlich der Flachen-
inhalt des Parallelogramms, das der Fahrarm bei seiner Bewegung Uberstreicht.
Was passiert, wenn sich der Fahrarm nicht nach rechts, sondern nach links be-
wegt? In diesem Fall rollt die Messrolle in die andere Richtung ab; w erhélt ein
negatives Vorzeichen, bleibt vom Betrag her aber gleich; w - a bekommt ein
negatives Vorzeichen, betrégt aber immer noch genau den Flacheninhalt des

Parallelogramms.

Tatsachlich ist w - a nicht nur die Flache des Parallelogramms. Bei einer sol-
chen gradlinigen Bewegung des Fahrstifts um m cm nach rechts oder links,
misst w - a den Flacheninhalt des Rechtecks unter dieser Bewegung. Die Fla-

che dieses Rechtecks ist ndmlich identisch mit der Fl&ache des Parallelogrammes.
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Rechteck Parallelogramm
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Bild 17: Rechteck und Parallelogramm haben denselben Fl&cheninhalt. Ganz egal, wo man die
beiden Flachen Horizontal durchschneidet, man erhélt Uberall dieselbe Schnittstrecke der

L&nge m. Hier Beispielhaft flir drei horizontale Schnitte.

Das ergibt sich aus dem Prinzip von Cavalieri. Das Prinzip von Cavalieri be-
sagt, dass, wenn zwei Flachen gleicher H6he nebeneinander liegen, man diese
Flachen an irgendeiner Stelle horizontal schneidet und dabei immer Schnitt-
strecken mit derselben Lange erhélt, beide Flachen denselben Flacheninhalt
haben mussen. Das ist in unserem Fall gegeben. Alle Schnittstrecken haben die
Lange m (vgl. Bild 17).

Sehr anschaulich ist das Prinzip von Cavalieri auch im dreidimensionalen Fall:
Wenn zwei Kdorper gleicher Hohe nebeneinander stehen, man sie an einer be-
liebigen Stelle parallel zur Grundflache schneidet und dabei immer
Querschnittsflachen mit demselben Flacheninhalt erhdlt, dann missen beide

Korper dasselbe Volumen haben.
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Bild 18: Prinzip von Cavalieri im dreidimensionalen Fall. Beide Miinzstapel haben denselben
Flacheninhalt, denn wenn man sie an einer beliebigen Stelle parallel zur Grundflache schnei-

det, erhalt man immer dieselbe Querschnittsflache, einen Kreis mit dem Radius der Miinze.

Somit ist bewiesen, dass bei einer horizontalen Bewegung des Fahrstifts das
Planimeter den Flacheninhalt zwischen dieser Bewegung und der x-Achse (das
Rechteck) misst. In der Praxis macht man mit dem Planimeter jedoch nicht nur
horizontale Bewegungen, sonder Bewegungen in alle Richtungen, da man ge-
schlossene Kurven umféhrt. Um die Behauptung fir eine allgemeine Kurve zu
beweisen, beweisen wir sie zunéchst fur eine Kurve, die ein Rechteck bildet:
Das Gerat wird in der linken oberen Ecke angesetzt und im Uhrzeigersinn am
Rechteck entlanggefiihrt.
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Bild 19: Abfahren eines Rechtecks, links oben angefangen, im Uhrzeigersinn.

Bei dieser Bewegung macht das Gerat eigentlich vier Bewegungen, eine nach
rechts, eine nach unten, eine nach links und eine nach oben. So I&sst sich auch
die Messrollenabwicklung w in vier Messrollenabwicklungen der einzelnen
Bewegungen aufteilen. Die Formel w - a lasst sich dann aufteilen in
wra=WwW+watws+wy) a=wirat+wyrat+wsgra+w,-a.

Fur die erste Bewegung und die dritte Bewegung (die beiden horizontalen Be-
wegungen) sind diese Summanden schon bekannt: w; - a betragt den Flachen-
inhalt zwischen der oberen Rechteckskante und der x-Achse mit positivem
Vorzeichen, weil die Bewegung nach rechts verlauft. ws - a betragt den Fla-
cheninhalt zwischen der unteren Rechteckskante und der x-Achse mit negati-
vem Vorzeichen, weil die Bewegung nach links verlauft. Zusammengenom-
men, Rechteck obere Kante bis x-Achse minus Rechteck untere Kante bis
x-Achse, erhalten wir genau den Flacheninhalt A des Rechtecks, das wir um-
fahren.

Es ist also gezeigt, dassw -a = A + (w, + w,) - a ist. Die urspriingliche Be-
hauptung sagt aber, dass w - a = A ist. w, muss also - w, sein und das ist in
der Tat der Fall: Bei der Bewegung nach unten wird die Messrolle auf einer

bestimmten Kurve entlang gezogen, andert dabei stetig ihre Messrollenrichtung
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und die Messrolle wickelt sich um w, ab. Bei der Bewegung nach oben wird
die Messrolle, horizontal versetzt, auf exakt derselben Kurve nach oben gezo-
gen, &ndert dabei stetig an denselben Stellen ihre Messrollenrichtung und die
Messrolle wickelt sich um w, ab. Es wird also zweimal dieselbe Bewegung,
einmal vorwarts, einmal rickwaérts ausgefihrt, nur ein Stiick horizontal ver-
setzt; Also muss w, = —w, und w - a = A sein.

Nun mag ein Leser einwenden, bei den horizontalen Bewegungen (der ersten
und der dritten Bewegung) wirde die Messrolle doch auch auf denselben Kur-
ven gezogen, nur eben vertikal versetzt; Die Messrollenabwicklungen mussten
sich also auch gegenseitig aufheben. Tatsachlich wird die Messrolle zwar in
beiden Fallen vertikal versetzt auf derselben Kurve gezogen, hat aber jeweils
eine andere Messrollenrichtung, sodass sich die Bewegungen nicht gegenseitig

aufheben.

Nun ist also gezeigt, dass das Planimeter bei Umfahren eines Rechtecks den
Flacheninhalt des Rechtecks bestimmt. Zuletzt soll noch gezeigt werden, dass
das Planimeter bei dem Umfahren einer beliebigen, stetigen und geschlossenen
Kurve den Flacheninhalt der Flache innerhalb dieser Kurve bestimmt und fir
ihn die Formal A = w - a gilt.

Hier ein Beispiel fur eine solche Kurve:

Ya

> X
Bild 20: Ein einfach zusammenhangendes Gebiet, umschlossen von einer geschlossenen, steti-

gen Kurve.
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Eine Methode, mit Bleistift und Lineal, den Flacheninhalt von Hand zu be-
stimmen ist es, die Flache innerhalb der Kurve mit Rechtecken auszufillen. D
en Flacheninhalt von Rechtecken kann man sehr schnell bestimmen, und wenn
man immer kleinere Rechtecke zeichnet (gerade in der Nahe des Rands der
Flache), dann ergibt die Summe der Flacheninhalte der Rechtecke eine immer
genauere Annaherung flr den Flacheninhalt der gesuchten Flache. Die Rechte-
cke konnen auch ber den Rand der Flache hinaus schauen. Man erhélt trotz-
dem eine immer genauere Annédherung der Flache.

i g

XZ&__’\ '_‘_I:I_|

> X > X
Bild 21: Die Flache mit Rechtecken ausge- Bild 22: Nur die Rechtecke. Z&hlt man ih-

fallt. re Flacheninhalte zusammen, erhalt man

eine Naherung flr den Flacheninhalt der

gesuchten Fléche.

Auf diese Weise kann man natrlich auch bei der Arbeit mit den Planimeter
vorgehen. Man kann die Flache mit Rechtecken ausfillen und anschlieBend die
Flache der Rechtecke, eine nach der anderen, mit dem Planimeter bestimmen.
Wenn man nun diese Rechtecke mit dem Planimeter umféhrt, stellt man schnell
fest, dass man dieselben Strecken oft mehrmals befahrt. Genauer gesagt, wenn
eine Strecke nicht zum Rand des gesamten Rechteck-Gebildes gehdrt, dann
umfahrt man sie genau zweimal, denn sie gehort nicht nur zu der Kante eines
Rechtecks, sondern auch noch zu der Kante eines anderen Rechtecks.

Es ist aber nicht nur so, dass die Strecken im Inneren des Rechteck-Gebildes
immer zweimal von dem Planimeter befahren werden, sie werden aullerdem
bei dem zweiten Befahren immer in die entgegengesetzte Richtung befahren
wie beim ersten Mal. Das liegt daran, dass, wenn zwei Rechtecke aneinander

liegen, immer die obere Kante des einen Rechtecks an der unteren Kante des
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anderen Rechtecks liegt oder aber die rechte Kante des einen an der linken
Kante des anderen liegt. Obere und untere bzw. rechte und linke Kanten wer-
den aber mit dem Planimeter immer in entgegengesetzter Richtung befahren.
Bei allen diesen Strecken, die doppelt befahren werden, heben sich in Bezug
auf die Messrolle des Planimeters also alle Bewegungen auf (diesmal auch die
horizontalen Bewegungen). Bei allen diesen Bewegungen wird die Messrolle
wieder entlang derselben Kurve einmal hin und einmal zurtick gezogen und hat
dabei an denselben Stellen immer dieselbe Messrollenrichtung. Dadurch wird
das Befahren der Strecken im Inneren des Rechteck-Gebildes tberflissig und
ubrig bleibt die Bewegung auf dem Rand (vgl. Bilder 23 und 24).

‘VT .YT

=

="

— X — X
Bild 23: Die rot gezeichneten Strecken Bild 24: Wenn das Planimeter die rote
werden nicht doppelt befahren, nur bei Kurve umfahrt, bestimmt es den Flachen-
dem Befahren dieser Strecken heben sich inhalt innerhalb der Kurve. Je kleiner die
die Bewegungen nicht gegenseitig auf. Rechtecke, desto ndher ist der bestimmte

Flacheninhalt am gesuchten.

Wenn man aber nur noch die rote Kurve umfahrt, ist das schon fast so, als ob
man die schwarze Kurve selbst umféhrt. Auch beim Umfahren der schwarzen
Kurve macht man mit der Hand niemals perfekte Bewegungen auf der Kurve,
vielmehr zittert die Hand leicht und verrutscht ab und zu. Die Kurve, die man,
wenn man das Planimeter von Hand an der Kurve entlang fuhrt, mit dem Pla-
nimeter tatsachlich nachzeichnet, entspricht also schon von Natur aus eher der
roten als der schwarzen Kurve. Trotzdem bestimmt man mit den Rechtecken
eine sehr genaue N&herung der gesuchten Flache. Je kleiner man die Rechtecke

macht, je weniger man mit der Hand verrutscht und zittert, desto weniger l&sst
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sich die rote von der schwarzen Kurve unterscheiden und desto genauer be-
stimmt man den Flacheninhalt innerhalb der schwarzen Kurve.

Der Flacheninhalt berechnet sich dann nach unserer altbekannten Formel fir
Rechtecke:

g.e.d.
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3.3.4.2. Quadrat-Linearplanimeter
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Bild 25: Quadrat-Linearplanimeter.

Hier soll nun die Funktionsweise des Quadrat-Linearplanimeters erklart wer-
den. Das Gerét sieht dem kombinierten Gerat bereits sehr dhnlich, ihm fehlt
lediglich die Messrolle an dem Fahrarm.

Im Vergleich des Quadrat-Linearplanimeters mit dem Grund-Linearplanimeter
fallen nur drei Unterschiede auf.

Der Wagen in der Leitschiene ist oben breiter und hat einen zuséatzlichen Zap-
fen, der parallel zur Leitschiene liegt. In dem zusétzlichen Zapfen ist ein klei-
ner Arm eingehéngt, dessen anderes Ende in dem Fahrarm l&uft. Zudem ist die
Messrolle nicht mehr senkrecht an dem Fahrarm, sondern parallel an den klei-
nen Arm angebracht.

Es lohnt sich also, diese Bauteile und ihre Umgebung etwas genauer zu be-
trachten, wenn man das Quadratplanimeter verstehen will.

Was ist das fir ein kleiner Arm mit der Messrolle? Wahrend das Arm-Ende an
dem Wagen sich nur um die Befestigung drehen kann, l1&uft das andere Ende in
dem Fahrarm. Weil der kleine Arm eine feste L&nge hat und auf dem Wagen

fest montiert ist, hangt sein Winkel von dem Winkel des Fahrarms ab. Zeigt
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der Fahrarm sehr weit nach oben, befindet sich das bewegliche Ende des klei-
nen Arms sehr nah am Wagen und der Arm hat einen sehr groRen Winkel zur
x-Achse. Liegt der Fahrarm dagegen sehr flach an der x-Achse, liegt auch der
kleine Arm sehr flach und weit vom Wagen weg und hat einen kleinen Winkel

zur x-Achse.

Wie bereits aus den Ausfiihrungen tber dem Aufbau des kombinierten Gerats
bekannt (vgl. Kapitel 3.3.2 »Aufbau«), hat der kleine Arm die Lange c, was
gleichzeitig der Abstand der beiden Zapfen A und C ist. Das wiederum fihrt
dazu, dass der kleine Arm, wie in dem Bild eingezeichnet, den Winkel 2a ge-

gen die Leitgerade (die x-Achse) hat.

Ich fuhre nun eine Hilfsvorstellung ein. An dem Zapfen, an dem der kleine
Arm angebracht ist, sei noch ein zweiter, grof3erer Arm befestigt. Dieser Arm
sei mithilfe eines Winkels so angebracht, dass er immer senkrecht zum kleinen

Arm steht und sich mit diesem um den Zapfen auf dem Wagen dreht.

Bild 26: Quadrat-Linearplanimeter mit zusatzlichem Arm.

Ich werden nun zeigen, dass die Spitze dieses neu hinzugeftigten Arms, wenn
man die Lange des Arms geschickt wahlt, gerade die Kurve y? nachzeichnet,

wenn man mit dem Fahrarm unseres Geréts die Kurve y abféhrt. Damit ist
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schon alles gezeigt und es ist bewiesen, dass die Messrolle auf dem kleinen
Arm, bis auf die Multiplikation mit der Lange des neu hinzugefiigten Arms,
den Wert [ y?dx anzeigt, denn die Messrolle rollt immer senkrecht zu dem
neuen Arm ab. Das eine Ende des neuen Arms lauft auf einer Gerade, das an-
dere Ende, wird, wie ich gleich zeigen werden, auf dem Graph von y? einmal
rundherum gefiihrt. Damit folgt die Behauptung direkt aus dem Beweis, der im
letzten Kapitel (3.3.4.1 »Grund-Linearplanimeter«) durchgefihrt wurde.

Der neu hinzugefugte Arm ist nur eine Hilfsvorstellung. Er ist fiir die tatséchli-
che Konstruktion des Gerats nicht nétig und wird deshalb eingespart. Die
Messrolle zeigt auch ohne ihn das richtige Ergebnis an. Nur die Lange des
Arms ist von Bedeutung, weil sie in die Geréatekonstante einflief3t.

Ich zeige nun nur noch, dass der neu hinzugefligte Arm, mit der richtigen Lan-

ge, die Kurve y? abfahrt.

>
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Bild 27: Schematische Zeichnung der Funktionsweise.

Es folgt eine neue Notation, die Lange des neu-hinzugefligten Armes heif3t nun

b. AulRerdem betrachte ich eine x-Achsen-Parallele, deren Abstand zur x-

34



Achse gerade die Lange des neuen Arms, b, betragt. Y sei der Abstand der
Spitze des neuen Armes zu der x-Achsen-Parallelen.
Nun kann man folgende Schlussfolgerungen treffen:
Der in der Zeichnung unter dem Arm b eingezeichnete Winkel betrégt offen-
sichtlich 2a.14
Die Strecke b — Y ist offensichtlich b cos(2a), und damit ist
Y =b—bcos(2a) = b(1 — cos(2a)).
Erkennbar ist auch, dass sich unter dem Fahrarm ein rechtwinkliges Dreieck
aufspannt und dass gilt: y = asin(a) © sin(a) = %
Was nun ausgenutzt wird, ist das folgende Additionstheorem:
cos(a + a) = cos(a) - cos(a) — sin(a) - sin(a)
& cos(2a) = 1 — 2sin?(a)
& (1 - cos(2a)) = 2sin?(a).
In unserem Fall 1&sst sich also Y umformulieren zu
Y = b(1 - cos(2a)) = b - 2sin?(a).
Wegen der oben angedeuteten rechtwinkligen Dreiecksbeziehung gilt weiter
2
Y = b-2sin?(a) =b-2-<£) =2—lz)-y2
2b
er=— yZ.

2
Wahlt man nunnoch a? = 2b © b = a? erhalt man die Beziehung

Y = y2

Der Arm b zeichnet also den Graph der Funktion y? wenn man mit dem Fah-
rarm den Graph der Funktion y abféahrt und als Lange des Armes b = a?z wahilt.
Gemall des Beweises aus dem letzten Kapitel (3.3.4.1 »Grund-

2
Linearplanimeter«) betragt [ y?dx = w - a? wobei w die Messrollenabwick-

lung der Messrolle an dem kleinen Arm ist.

g.e.d.

' Der Winkel des kleinen Armes ¢ gegen die x-Achse, der auch 2a betragt, ist der Ubersicht-
lichkeit halber nicht mehr eingezeichnet worden.
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3.4. Integrimeter

3.4.1. Zweck

Bild 28: Integrimeter.

Als Integrimeter werden Planimeter bezeichnet, welche die Flache zwischen
der x-Achse und einer gegebenen, stetigen Kurve bestimmen und bei denen
man den Flacheninhalt noch wéhrend dem Abfahren der Kurve an der Messrol-
le ablesen kann.

Das ist bei gewdhnlichen Grundplanimetern nicht ohne weiteres gegeben. So
kann man beispielsweise bei dem kombinierten Grund- und Quadrat-
Linearplanimeter den Flacheninhalt wahrend des Umfahrens nur dann an der
Messrolle ablesen, wenn sich die aktuelle Fahrstift-Position auf derselben Hohe
befindet, wie die Stelle, an der man mit der Messung begonnen hat™.

Auf diese Weise eignet sich das Integrimeter sehr gut, um beispielsweise fort-
laufende Kurven auszuwerten, die von einer Maschine auf Endlospapier ge-

druckt werden.

' Sonst wiirde auf Seite 27 w, # —w, und damit w - a # A sein.
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3.4.2. Aufbau

Y3

Bild 29: Skizze eines Integrimeters.

Das Integrimeter &hnelt in seinem Aufbau stark dem (Grund-)Linearplanimeter
(vgl. Kapitel 3.3.4.1). Es besteht aus einem Fahrarm mit der Fahrarmlénge 2a,
dessen eines Ende A auf einer Gerade (der x-Achse) lauft und an dessen ande-
ren Ende F ein Fahrstift angebracht ist, mit dem man die Kurve abfahrt. An-
ders als beim Linearplanimeter wird die x-Achse nicht durch eine Leitschiene
mit Wagen realisiert, auf dem der Fahrarm angebracht ist. Beim Integrimeter
gibt es ausschlieRlich eine Leitschiene und der Fahrarm bewegt sich in der
Leitschiene selbst, ohne von einem Wagen gefuhrt zu werden. Dadurch wird
erreicht, dass die x-Achse gleich der Schiene ist, in der sich der Fahrarm be-
wegt und sich die x-Achse nicht auf Hohe des Wagens, also etwas Uber der
Schiene befindet.

In der Mitte des Fahrarms, am Punkt C, ist ein weiterer Arm angebracht, der
genau halb so lang ist wie der Fahrarm und die Lange a hat. Der kleine Arm
lauft mit seinem anderen Ende B ebenfalls in der Leitschiene. Der grolRe Fah-
rarm ist in dem Punkt A drehbar. Der kleine Arm in den Punkten B und C. Die
Punkte A und C konnen sich auf der x-Achse Bewegen. Am Ende B des klei-
nen Armes ist eine Messrolle angebracht. Die Messrollenrichtung geht immer
durch den Punkt B, gleichzeitig rollt die Messrolle immer senkrecht zu dem
Arm BC ab. Die Messrolle ist auch drehbar um den Punkt B, aber nur zusam-

men mit dem kleinen Arm BC.
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Der Winkel zwischen x-Achse und Fahrarm heillt «. Das Dreieck ABC ist
gleichschenklig, weil AC und CB jeweils dieselbe Lange a haben.

Es ergeben sich folgende Bewegungsabldufe:

Wird der Fahrstift F nach oben bzw. unten bewegt, rickt der Punkt A nach
rechts naher an den Punkt B heran bzw. riickt nach links weiter von ihm weg.
Der Punkt B verdndert sich nicht. Der Winkel a wird groRer bzw. kleiner. Die
Messrolle bewegt sich auf der Leitschiene im Uhrzeigersinn bzw. gegen den
Uhrzeigersinn.

Wird der Fahrstift F nach rechts bzw. links bewegt, wird die ganze Maschine

nach rechts bzw. links bewegt.

3.4.3. Anwendung

Zuné&chst muss eine Zeichnung in geeignetem Ma@stab vorliegen. Die Zeich-
nung darf die MaRRe 80x30 cm nicht Uberschreiten.

Die Zeichnung sollte am rechten Ende der Leitschiene ausgerichtet werden, da
der Fahrarm nach rechts orientiert ist und man dadurch nicht so schnell am
linken Ende der Leitschiene anstof3t. Anschliefend muss die Leitschiene an der
Zeichnung ausgerichtet werden. In der Schiene befinden sich in regelmaRigen
Abstanden Visiere, mit deren Hilfe man die Schiene genau Uber der x-Achse
oder jeder anderen beliebigen Gerade platzieren kann.

Nun fugt man die fehlenden Teile des Gerats hinzu, setzt den Fahrstift dort auf,
wo man mit dem Abfahren beginnen will und notiert sich die aktuelle Zahl auf
der Messrolle. Dann fahrt man die Kurve im Uhrzeigersinn ab, bis man an der
Stelle ist, an der man den Flacheninhalt zwischen dem Graph der Funktion und
der x-Achse ablesen will. Man notiert sich erneut die Zahl auf der Messrolle
und berechnet die Differenz.

Nun muss man diese Zahle nur noch je mit einer Konstanten (der s.g. Gerate-
konstanten) multiplizieren, die man der Geréteanleitung entnehmen kann. Das
Ergebnis dieser Rechnungen ist der Flacheninhalt.

Die Geratekonstante betragt

k=332 50 07345
=22"700 100" "~

Finf Noniusteile entsprechen also ungeféhr einer Flache von 11 cmz,
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3.4.4. Wirkweise

Ausfihrungen zum Integrimeter findet man bei Fischer (1998), S. 169; Willers
(1951), S. 182ff. und Meyer zur Cappelen (1949), S. 218ff. Das Kapitel

»Wirkweise« nimmt jedoch auf keine dieser Ausfiihrungen Bezug.

Das Integrimeter l&sst sich auf Basis der Ausfuhrungen zu der Funktionsweise
des (Grund-)Linearplanimeters (vgl. Kapitel 3.3.4.1) und der theoretischen
Betrachtung der Messrollenabwicklung (vgl. Kapitel 3.2.3.3, insbesondere

S. 13) erklaren.

Das Integrimeter ist eine optimierte Abwandlung des Linearplanimeters. In
Kapitel 3.3.4.1 wurde bereits erklért, dass das Linearplanimeter bei einer hori-
zontalen Bewegung nach rechts oder links den Flacheninhalt des Rechtecks
zwischen der Strecke, die der Fahrstift abféhrt, und der x-Achse bestimmt. Die
vertikalen Bewegungen nach oben und unten haben sich bei dem Linearplani-
meter in Bezug auf die Messrollenabwicklung immer gegenseitig aufgehoben.
Damit sich die Bewegungen aufheben konnten, musste der Fahrstift im Laufe
der Bewegung immer genauso weit nach oben, wie nach unten bewegt werden.
Deshalb kann das Gerat immer nur geschlossene Kurven abfahren oder die
Messung muss zumindest an einer Stelle authoren, die auf derselben Hohe liegt
wie der Startpunkt, um den korrekten Flacheninhalt ablesen zu kdnnen.

An dieser Stelle setzt die Optimierung des Integrimeters an. Beim Integrimeter
hat eine Verschiebung des Fahrstiftes nach oben oder unten gar keine Auswir-
kung auf die Messrollenabwicklung. Die Messrolle rollt sich bei diesen Bewe-
gungen nicht ab. Auf diese Weise werden die vertikalen Bewegungen vollig
irrelevant. Man konnte den Fahrstift einen Zentimeter nach oben, vier nach
rechts und funf nach unten bewegen und wirde doch nur den Flacheninhalt
unter der Bewegung um vier Zentimeter nach rechts bestimmen.

Das wird dadurch erreicht, dass die Messrolle drehbar in dem Punkt B ange-
bracht ist und die Messrollenrichtung immer durch den Punkt B geht. Bei einer
Bewegung des Fahrstifts nach oben oder unten verandert sich dann der Winkel
a und die Messrolle wird im Kreis um den Punkt B gezogen. Weil die Mess-

rollenrichtung aber genau auf die Kreismitte B zeigt, bedeutet das, dass die
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Messrolle senkrecht zur Rollrichtung in Rollachsenrichtung gezogen wird. Bei
solchen Bewegungen rollt die Messrolle nicht ab.

Nun bleibt nur noch zu zeigen, dass die Messrolle bei horizontalen Bewegun-
gen nach rechts oder links den Flacheninhalt zwischen diesen Bewegungen und
der x-Achse misst. Ist dies gegeben, dann ist offensichtlich, dass das Integri-
meter beim Abfahren einer Kurve den Flacheninhalt unter einer Treppenfunk-
tion bestimmt, welche die Kurve sehr gut approximiert.

Wir zeigen nun, dass die Messrollenabwicklung bei horizontalen Bewegungen
dieselbe ist wie bei einem Grund-Linearplanimeter:

Die Messrollenrichtung der Messrolle des Integrimeters hat gegen die x-Achse
einen Winkel von m — a. Wére die Messrolle stattdessen, wie bei dem Linear-
planimeter, an dem grof3en Fahrarm angebracht und wiirde senkrecht zu diesem
abrollen, wiirde der Winkel zwischen Messrollenrichtung und Leitgerade in
negativer Richtung —(m — «) betragen. Die beiden Winkel sind also symmet-
risch zu der x-Achse. Nach Kapitel 3.2.3.3, S. 13 muss also bei gradlinigen
Bewegungen entlang der x-Achse die Messrollenabwicklung der beiden Rollen
gleich sein. Was horizontale Verschiebungen des Geréts angeht, konnte die
Messrolle also genauso gut senkrecht zum Fahrarm angebracht sein. Es wirde
keinen Unterschied machen.

g.e.d.
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3.5. Polarplanimeter

3.5.1. Zweck, Aufbau und Anwendung

Bild 30: Polarplanimeter.

Das Polarplanimeter dient wie alle Planimeter der Bestimmung eines Integrals.
Fahrt man mit dem Gerét eine gegebene geschlossene, zweidimensionale Kur-
ve ab, so kann man anschlieRend auf der Messrolle den Flacheninhalt des um-

fahrenen Bereichs ablesen.

Das Planimeter besteht aus einem Gewicht O, einem Polarm OA, einem Fah-
rarm AF und einer Messrolle, die an dem Fahrarm befestigt ist und senkrecht
zu diesem abrollt. Das Gewicht O dient als fester Punkt und als Pol, in den der
Polarm OA eingesetzt wird, so dass OA um O rotieren kann. Der Fahrarm AF
wird wiederum am anderen Ende A des Polarms eingesetzt und kann um dieses

Ende rotieren.

Will man nun mit dem Polarplanimeter den Flacheninhalt eines zweidimensio-
nalen Gebiets bestimmen, so baut man das Planimeter wie oben beschrieben
zusammen und setzt das Ende F des Fahrarms, das nicht am Polarm befestigt
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ist, an einem beliebigen Punkt auf dem Rand des Gebiets an. Man notiert sich
den Wert auf der Messrolle und fahrt mit dem Punkt F des Fahrarms den Rand
des Gebiets ab, bis man wieder an dem Punkt angekommen ist, an dem man
angesetzt hat. SchlieBlich liest man auf der Messrolle erneut den Wert ab, be-
rechnet die Differenz der beiden Werte und multipliziert sie mit einer festen
Zahl die der Bedienungsanleitung zu entnehmen ist (der so genannten Geréte-
konstanten). Das Ergebnis dieser Rechnung ist der Flacheninhalt.

In zwei Spezialfallen erhalt man ein leicht anderes Ergebnis:

Befindet sich der GroRteil der zu bestimmenden Flache innerhalb des Kreises,
den der Polarm schlégt, erhdlt man durch das obige Verfahren den Flachenin-
halt mit negativem Vorzeichen.

Liegt der Kreis, den der Polarm schlagt, komplett im Inneren der Flache, die
man bestimmen will, so erhalt man nach obigem Verfahren den Flacheninhalt

abzlglich des Flacheninhaltes des Polarm-Kreises.

Die Geréatekonstante betragt

K=17-2% _ 50 106814
~ 700 100" " "

Ein Noniusteil entspricht also ungefahr einer Flache von einem Quadratzenti-

meter.

3.5.2. Wirkweise

Ausfihrungen zu dem Polarplanimeter findet man bei Blumich (0.J.); Willers
(1951), S. 138ff. und Meyer zur Cappelen (1949), S. 185ff. Bezug genommen
wird in dem Kapitel aber nur auf das Kapitel »Grund-Linearplanimeter«, wel-

ches wiederum auf Blimich referenziert.

Um die Wirkweise des Polarplanimeters zu verstehen, betrachtet man zunéchst
die Wirkweise des Linearplanimeters (vgl. Kapitel 3.3.4.1 »Grund-
Linearplanimeter«). Das Polarplanimeter funktioniert genauso wie das Linear-
planimeter, nur dass sich der Fahrarm nicht auf einer Gerade bewegt, sondern
auf einem Kreis um den Pol 0. Im Folgenden wird gezeigt, dass es grundsatz-
lich keinen Unterschied macht, ob sich der Fahrarm auf einer Geraden, einem

Kreis oder einer anderen Kurve bewegt. Als Kurve kann eine beliebige stlck-
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weise glatte, stetige Kurve herangezogen werden, die es in Kombination mit
dem Fahrarm erlaubt, die Funktion abzufahren, die man abfahren will — also

auch ein Kreis.

Noch einmal kurz der Aufbau eines solchen allgemeinen Umfahrungsplanime-
ters:

F

Bild 31: Allgemeines Umfahrungsplanimeter.

Gegeben ist ein Fahrarm, dessen eines Ende sich auf einer beliebigen stiickwei-
se glatten, stetigen Kurve y bewegt. An dem anderen Ende des Fahrarms be-
findet sich ein Fahrstift F. An dem Fahrarm ist eine Messrolle angebracht, die
senkrecht zu diesem abrollt.

Zu zeigen ist:

Fahrt man mit diesem Fahrstift den Rand eines Gebiets ab, kann man an

der Messrolle den Flacheninhalt des Gebiets ablesen.

Bekannt ist, dass fur den Fall, dass y eine Gerade ist, das Umfahrungsplanime-
ter den Flacheninhalt des umfahrenen Gebiets bestimmt (vgl. den Beweis aus
dem Kapitel 3.3.4.1 »Grund-Linearplanimeter«). Auf diesen speziellen Fall
flhren wir jetzt den allgemeinen zurtick.

Im Folgenden sei y keine Gerade sondern ein Polygon vom Grad n. Beginnen
wir mit einem Polygon vom Grad 2, also zwei Strecken, die in einem ihrer
Endpunkte verbunden sind und in einem bestimmten Winkel zueinander ste-
hen. Eine Strecke heil3t a, die andere b und der Verbindungspunkt wird mit P
benannt. AulRerdem sei ein einfach zusammenhangendes Gebiet G mit Rand
gegeben, dessen Flacheninhalt bestimmt werden soll. Ich beschréanke mich hier
auf den Fall, dass der Fahrarm auf y den Punkt P Uberschreiten muss, um den

Rand des Gebietes abzufahren. In allen anderen Fallen bewegt sich der Fah-
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rarm nur auf einer Gerade und es kann die Argumentation des Linearplanime-

ters angewandt werden. Es sei also so, dass der Punkt P vom Fahrarm auf y

passiert werden muss.

Bild 32: Umfahrungsplanimeter mit y als Linienzug. Der Schnitt-Kreisbogen, den man erhélt,
wenn man das Gebiet mit einem Kreis um den Punkt P mit der Lange des Fahrarms schneidet,

ist gestrichelt eingezeichnet.

Nun kann um den Punkt P ein Kreis gezogen werden, dessen Radius dieselbe
Lange hat, wie der Fahrarm. Weil mit dem Fahrarm jeder Punkt des Randes
erreicht werden kann, schneidet der Kreis das Gebiet. Dieser Schnitt-
Kreisbogen markiert eine Grenze. Bei dem Abfahren der Gebiets-Randpunkte
auf der einen Seite des Kreisbogens befindet sich das andere Ende des Fah-
rarms, das auf dem Polygon lauft, ausschlieBlich auf einer der Strecken a und b
und Uberschreitet nicht den Punkt P. Auf der anderen Seite des Kreisbogens
befindet sich das Ende dann auf der jeweils anderen Strecke b bzw. a.

Solche Schnittkreisbogen lassen sich auch bei Polygonen hoherer Ordnung
zeichnen. Anhand dieser Schnitt-Kreisbdgen kann man das Gebiet nun in klei-
nere Gebiete aufteilen, die sich jeweils untereinander nur an den beschriebenen
Kreisbdgen schneiden. Wenn man diese Gebiete mit dem Planimeter umfahrt,
bewegt sich der Fahrarm ausschlieflich auf einer Geraden. Das Planimeter
bestimmt also den Flacheninhalt der Gebiete. Wenn man die Gebiete nun nach-
einander abféhrt, so merkt man, dass man die Kreisbdgen, an denen man vor-
her das groRe Gebiet getrennt hat, immer zweimal abfahrt, nd&mlich einmal in
die eine und einmal in die andere Richtung. Da das Abfahren des Kreisbogens
nur einer Drehung des Fahrarms entspricht, heben sich die Bewegungen in die

eine und die andere Richtung gegenseitig in ihrem Einfluss auf die Messrolle
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auf. Damit kann man die Bewegungen uber die Kreisbdgen auch einsparen und
ubrig bleibt die Bewegung Uber den Rand des urspringlichen Gebiets. Dieses
Verfahren l&sst sich natrlich nicht nur bei Polygonen 2. Ordnung anwenden,
sondern lasst sich auf Polygone beliebiger Ordnung verallgemeinern. Als y
kann also ein beliebiges Polygon genommen werden. Weil nun jede stlickweise
glatte, stetige Kurve unendlich genau durch ein Polygon angendhert werden
kann, kann auch jede stetige Kurve als y genommen werden — also auch ein
Kreis.

g.e.d.
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3.6. Linear-Potenzplanimeter mit Kurven-
steuerung

3.6.1. Zweck

Bild 33: Linear-Potenzplanimeter mit Kurvensteuerung. Rechts und links die Distanzstabe,

ebenfalls links: Der l&ngere Fahrarm. Die Leitschiene fehlt.

Das Linear-Potenzplanimeter mit Kurvensteuerung kann durch das Abfahren
einer stetigen, geschlossenen, zweidimensionalen Kurve die Integrale

[ y(x)! dx bis [ y(x)* dx der Kurve gleichzeitig bestimmen®.

Dadurch l&sst sich mit dem Gerét neben denselben Anwendungen wie bei dem
kombinierten Grund- und Quadrat-Linearplanimeter (Flachenbestimmung,
Schwerpunktbestimmung, Rotationsvolumen, Erwartungswert und Effektiv-
wert) z.B. auch noch das Flachentragheitsmoment bestimmen. Damit kann man

'® Wie bei dem Grund- und Quadrat-Linearplanimeter. Teilt man die geschlossene Kurve in
zwei Funktionsgraphen von Funktionen f und g auf, die in dem Koordinatensystem tberei-
nander liegen und in den Endpunkten ineinander Gbergehen, dann bestimmt das Gerat das
Integral [ y"dx = [ f(x)™ — g(x)"dx.
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Aussagen Uber die Steifheit eines Balkens treffen, der die Flache als Quer-
schnittsflache hat. Auch Uber die Festigkeit eines solchen Balkens kann man
Schlussfolgerungen treffen, indem man auf Grundlage des Flachentragheits-
moments den Widerstandsmoment errechnet.

Das Flachentrdgheitsmoment um die y-Achse bestimmt sich nach der Formel

1
fyzdxdy=fy2dydx=§fy3dx,

dasjenige um die x-Achse nach

1
fxz dx dy =§fx3dy.

Auch das Tragheitsmoment eines Umdrehungskorpers lasst sich mit dem Gerét

leicht bestimmen. Es bestimmt sich nach der Formel

i
Ef y*dx,

falls die x-Achse als Rotationsachse gewéhlt wurde.

3.6.2. Aufbau

Das Gerat besticht durch seine einfache Form. Es besteht lediglich aus einer
Leitschiene, einem Wagen, an dem die vier Messrollen angebracht sind, und
einem Fahrarm, mit dem der Graph der Funktion abgefahren wird. Die einzel-
nen Messrollen lassen sich dabei nach oben klappen, wenn sie nicht bendétigt
werden. Fir das Gerat gibt es einen kiirzeren und einen l&ngeren Fahrarm, die,
je nachdem, ob eine kleinere oder eine grofiere Figur abgefahren werden soll,
gegeneinander getauscht werden kénnen und in der Lange verstellbar sind.

Der genaue Aufbau, auch von der Unterseite des Fahrwagens, wird unter
»Wirkweise« beschrieben.

3.6.3. Anwendung

Um die Integrale zu bestimmen, muss zundchst der Graph der abgefahren wer-
den soll, in einer Gr6Re vorliegen, in der jeder der Punkte durch einen der bei-
den Fahrarme erreichbar ist. Die Leitschiene muss aufgebaut, der Wagen in die

Schiene und der Fahrarm in den Wagen eingehéngt werden. Dabei ist wie oben
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beschrieben darauf zu achten, dass jeder Punkt der Kurve durch den Fahrarm
erreichbar ist. Wie bei dem Grund- und Quadrat-Linearplanimeter bestimmt die
Position des Gerats dariiber, wo das Koordinatensystem liegt, in dem die Integ-
rale bestimmt werden (Vgl. Kapitel 3.3.1 »Zweck« und 3.3.3 »Anwendung).
Man richtet die Maschine mithilfe der beiden beiliegenden Distanzstabe aus (in
Bild 33 ganz links und rechts). Die Gerade, auf der die beiden Spitzen der Dis-
tanzstabe liegen, ist bei den Berechnungen die x-Achse. Die y-Achse steht
senkrecht dazu.

AnschlieBend mussen die Messrollen herunter geklappt werden, welche die
gesuchten Integrale bestimmen. Man setzt den Fahrarm auf der Kurve an, no-
tiert die Werte der Messrollen und fahrt die Kurve im Uhrzeigersinn ab.
Schlie3lich notiert man erneut den Wert der Rollen, berechnet die Differenz
und nimmt die erhaltenen Zahlen jeweils mit einer Konstante mal, die fiir jedes
Integral und jede Fahrarmlange unterschiedlich sein kann und in der Gerétean-

leitung angegeben ist. Das Ergebnis dieser Rechnung ist das gesuchte Integral.

3.6.4. Wirkweise

Obwohl das Gerdt einen so scheinbar einfachen Aufbau hat, verbergen sich auf
der Unterseite des Wagens wichtige Details. Dort befinden sich mehrere Me-
tallplatten, die so geformt sind, dass sich zwei Zapfen auf einer bestimmten
Kurve (»Gleitkurve«) durch sie Bewegen konnen. An ihnen sind auch die
Messrollen angebracht. Fir jede Messrolle gibt es eine Metallplatte bzw. Kur-
ve. Die Zapfen wiederum sitzen auf einer anderen Metallplatte, die durch das
Bewegen des Fahrarms gedreht wird.

Kausal ergibt sich folgendes Bild:

Der Fahrarm wird bewegt, dadurch dreht sich die Metallplatte mit den Zapfen,
die an dem Fahrarm angebracht ist. Diese Zapfen drehen sich dabei durch die
anderen Metallplatten und ihre Gleitkurven. Bei dem Bewegen durch die
Gleitkurven und durch den leichten Druck der Zapfen verschieben sich die
Metallplatten, damit die Zapfen sich weiter durch die Kurven bewegen kénnen.
Diese Bewegung der Metallplatten tbertrégt sich auf die an ihnen angebrachten

Messrollen, welche dann das gewunschte Ergebnis liefern.
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Die Funktionsweise des Linear-Potenzplanimeters mit Kurvensteuerung ist
relativ. komplex, weshalb zuerst zwei andere Geréte betrachtet werden, die

grundsatzlich genauso funktionieren, aber einfacher aufgebaut sind.

Die folgenden Darstellungen basieren auf Willers (1951), S. 166ff., sind jedoch
etwas ausfihrlicher, nehmen keinen Bezug auf den Leibnitz’schen Differenti-
albegriff und korrigieren einen Fehler, den Willers tibersehen haben muss'’.

Vgl. auch die Ausfuhrungen von Meyer zur Cappelen (1949), S. 203ff.

3.6.4.1. Momentplanimeter von Lorenz

Y = b cos(¢)

= e

A
1
1
1
i
i
1
1
:
i
1

A 4

------------------

Bild 34: Momentplanimeter von Lorenz™.

Das Momentplanimeter von Lorenz hat auch einen Wagen, der in einer Leit-
schiene lauft (als schwarzer Strich angedeutet). Die Kurve, die integriert wer-
den soll, wird dabei mit dem Fahrstift F abgefahren. Anders als bei den ande-
ren Maschinen in dieser Arbeit, ist der Fahrstift bei diesem Gerat nicht an der
Spitze eines Armes angebracht. Der Fahrstift 1&sst sich sowohl vertikal auf dem

Wagen verschieben, als auch horizontal, durch Bewegen des Wagens. Auf der

Y Willers kommt auf die Formel y = b - %/cos (¢) wohingegen ich auf y = /b - cos (¢)

komme.
'8 Um welchen Lorenz es sich hier handelt, konnte ich leider nicht herausfinden.
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Riickseite des Fahrstifts, nach oben gerichtet, befindet sich ein Zapfen, der in
einer Gleitkurve lauft, die in der Zeichnung wei3 mit schwarzen Réndern an-
gedeutet ist und von dem Arm mit der Lange b gehalten wird. Beim Bewegen
von F nach unten dreht sich der Arm mit der Gleitkurve gegen den Uhrzeiger-
sinn, beim Bewegen nach oben im Uhrzeigersinn. Der Winkel ¢ bezeichnet
den Winkel, den der Arm mit der Lange b gegen den Wagen hat. AuBerdem
wird der Hohenabstand von F zu dem Drehpunkt, in dem der Arm eingehéngt

ist, mit y angegeben.

Dieses Gerét soll nun also ein Integral [ y(x)™dx bestimmen. Wie funktioniert
das?

Zunéchst ist wieder auffallig, dass wir es mit einem Arm zu tun haben, an dem
eine Messrolle angebracht ist, die senkrecht zu diesem abrollt. Der Arm ist
auch wieder auf einem Wagen befestigt, der linear lauft. Bis hierhin verhalt
sich alles wie bei dem Linearplanimeter. Dieses hat jedoch keine Gleitkurve
und man fahrt bei dem Planimeter von Lorenz die zu integrierende Kurve nicht
mit der Armspitze ab. Alles andere kennen wir schon von dem Linearplanime-
ter (vgl. Kapitel 3.3.4.1). Allein aus dieser Uberlegung heraus ergibt sich also,
welchen Wert die Messrolle bestimmt, wenn man mit dem Gerét eine geschlos-
sene stetige Kurve abféhrt, ndmlich den Flacheninhalt des Gebiets, das die
Spitze des Armes mit der Lange b umfahrt. Die Spitze des Arms soll sich also
immer den Hohenabstand y™ von der x-Achse haben. Da die Hohe Y der Arm-
spitze von der Form der Gleitkurve abhéngt, gilt es zu zeigen, dass es eine
Gleitkurve gibt, die so geformt ist, dass Y = y™ ist, wenn sich der Fahrstift

gerade in der Hohe y befindet.

Es soll also Y = y™ gelten. Umformuliert bedeutet das nichts anderes als

y =Y =%/b - cos (¢).
Das ist die Gleichung fur unsere Gleitkurve.

F bewegt sich immer in dieser Kurve, dadurch ist immer Y = y™ und damit

bestimmt das Planimeter [ y(x)"dx.
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3.6.4.2. Potenzplanimeter mit Nockensteuerung

Nun zurtick zu unserem urspriinglichen Gerat von Ott. Bei dem Gerét von Ott
fahren wir die Kurve mit einem Fahrarm ab. Dieser Fahrarm bewegt die Me-
tallplatte mit den Zapfen, welche wiederum die Metallplatte mit der Gleitkurve
bewegen, an der die Messrolle befestigt ist. Die ganze Apparatur wiederum
l&uft in einer Leitschiene.

Wir betrachten noch ein letztes Mal eine andere, dhnliche Maschine, von der
sich gleich herausstellen wird, dass sie genau so funktioniert, wie das Gerat
von Ott:

Bild 36: Potenzplanimeter mit Nockensteuerung — Schematische Zeichnung.

Auch diese Maschine lauft in einer Leitschiene. Es gibt einen Fahrarm [, der
Teil eines Winkelhebels ist. Ein Winkelhebel sind zwei Arme [ und d, die sich

um ihren Befestigungspunkt L drehen kdnnen und dabei immer senkrecht zuei-
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nander stehen. Der Drehpunkt L des Winkelhebels befindet sich auf dem Wa-
gen, der in der Leitschiene gleitet. Das Ende Z des kleineren Arms d des
Winkhelhebels l&uft in einer Gleitkurve. Die Gleitkurve wiederum ist auf einer
Metallplatte N (»Nockenscheibe«) befestigt, die sich um den Punkt L, — eben-
falls auf dem Wagen — drehen kann. Auch von dem Punkt L;, verbunden mit
der Metallplatte N, geht ein kleiner Arm mit der Messrolle R aus. Der Arm mit
der Messrolle ist in einem festen Winkel an die Metallplatte N angebracht und
dreht sich mit dieser um den Drehpunkt L;. Den Winkel zwischen der Leit-
schiene und dem Arm mit der Messrolle nennen wir y. Der Winkel zwischen

dem Fahrarm LF und der Leitschiene nennen wir «.

Wie bei der letzten Maschine stellt sich nun die Frage, was das fir eine Gleit-
kurve auf der Metallplatte N ist.
Betrachten wir zunéchst nur das obere Bild (35) und hier speziell das Dreieck,
bestehend aus dem kleinen Arm mit der Messrolle R, der Leitschiene und der
Lotgeraden durch die Spitze des kleinen Arms auf die Leitschiene. Stellen wir
uns nun vor, der kleine Arm hétte die L&nge k. Dann kdnnte man den Abstand
Y von der Spitze dieses Armes zur Leitschiene durch
Y =k -sin(y)

angeben.
Es ist also wieder zu zeigen: Es gibt eine Gleitkurve, so dass Y = y™ ist, wenn
sich der Fahrstift F in der Hohe y befindet. Das ist aber genau dann der Fall,
wenn

(%) k - sin(y) = [" - sin™(a)

ist. Dann ist ndmlich

n
Y =k-sin(y) =1"-sin"(a) =" (%) =ym"
Mithilfe der Gleichung (*) kdnnen wir nun die bendtigte Gleitkurve berechnen:
Betrachte nun das untere Bild (36) und im speziellen ein kartesisches &-n-
Koordinatensystem dessen Ursprung im Drehpunkt der Metallplatte L, liegt
und dessen n-Achse auf dem Arm liegt, an dem die Messrolle R befestigt ist.

Im Bild sind schon einige Winkel angegeben. Bedeutsam sind die Winkel

7 — y und die Summe der Winkel (y — g) + (g — a) =y —a.
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Hat man diese Winkel im Auge, kann man leicht ablesen:
E=b-sin(m—y)—d-cos(y — a),
n=d-sin(ly —a) —b-cos(rt —y).

Wegen den Eigenschaften

—sin(x) = sin(—x),

cos(x) = cos(—x)

und

der trigonometrischen Funktionen lassen sich diese Terme vereinfachen:

& =b-sin(y) —d-cos(y —a),
n=>b-cos(y) +d-sin(y — a).
Und weiter mit den Additionstheoremen:
& = (b —sin(a)) - sin(y) — d - cos(a) - cos(y),
n = (b —sin(a)) - cos(y) + d - cos(a) - sin(y).
Nun haben wir eine Form erreicht, in der sich unsere Gleichung (*) einsetzen
l&sst.
AufRerdem kann man auch die Gleichung
(¥x) © k-cos(y) =1"-cos"(a)
einsetzen.
Damit sind & und n nur noch von a abhangig und somit eindeutig bestimmt.
Die Gleitkurve lasst sich also punktweise berechnen und maschinell herstellen.
Damit ist gezeigt, wie das Potenzplanimeter mit Nockensteuerung funktioniert.
Indem solche Kurven als Gleitkurven verbaut werden, bestimmt das Planimeter

das Integral [ y™ dx.

3.6.4.3. Linear-Potenzplanimeter mit Kurvensteuerung

Nun bleibt noch zu zeigen, dass das Gerat, um welches es eigentlich geht, ndm-
lich das Linear-Potenzplanimeter mit Kurvensteuerung von Ott, auf dieselbe

Weise erklarbar ist.
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Bild 37: Unterseite des Linear-Potenzplanimeters mit Kurvensteuerung.

Bild 38: Unterseite des Linear-Potenzplanimeters mit Kurvensteuerung bei einer Bewegung.

Der Fahrstift F befindet sich im Bild ganz links unten.
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Bild 39: Bild 37 im Kontext von Bild 35. Links ist der Fahrarm FL zu sehen, der Teil zweier
Winkelhebel ist. Z und Z' sind Zapfen, L, der Drehpunkt der Metallplatten.

Auch das Gerét von Ott hat zwei Drehpunkte L und L,, die auf einem Wagen
in der Leitschiene und damit auf der x-Achse fahren. In L, drehen sich, wie bei
dem Potenzplanimeter mit Nockensteuerung, die Metallplatten mit den Gleit-
kurven. Hier gibt es also keinen Unterschied®. L lieBe sich tatsachlich als
Drehpunkt eines Winkelhebels interpretieren. Der Fahrarm endet am Punkt L
und von dort aus geht ein Arm zu einem Zapfen, welcher sich wiederum in der
Gleitkurve bewegt und auf diese Kraft austbt (vgl. Bild 39). Dass von dem
Punkt L quasi zwei Arme abgehen, die zu unterschiedlichen Zapfen Z und Z’
fuhren, ist nicht relevant. In der Gleitkurve befindet sich immer nur genau ein
Zapfen, wéhrend sich der andere nicht auf die Metallplatte mit der Gleitkurve
auswirkt. Die Gleitkurven der beiden Zapfen Z und Z' gehen dann stetig inei-
nander Gber, an der Stelle, an der sich der Zapfen in der Kurve befinden wiirde,
wenn der Fahrarm senkrecht stlinde. Es gibt also, genau wie bei dem Potenz-
planimeter mit Nockensteuerung, einen Fahrarm, einen Winkelhebel, eine Me-
tallplatte und eine Gleitkurve.

Zuletzt ist noch der kleine Arm mit der Messrolle zu priifen. Anders als bei

dem letzten Gerdt ist der Arm mit der Messrolle nicht an dem Punkt L,

' Da die Kurven nicht formschlissig als Schlitze ausgebildet sind, wird der Kraftschluss durch
die auf den Bildern sichtbaren Feder erreicht.
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angebracht, sondern an der Metallplatte mit der Gleitkurve. Trotzdem dreht er

sich zusammen mit der Metallplatte um den Punkt L;.

Bild 40: Bild 38 im Kontext von Bild 36. Beispielhaft fiir eine Messrolle und eine Gleitkurve.
Die x-Achse geht durch die Drehpunkte L und L;.

Man stelle sich nun das rechtwinklige Dreieck von L,, der Spitze des Arms mit
der Messrolle und dem Lotpunkt dieser Spitze auf der x-Achse vor (vgl. Bild
40). Den Winkel zwischen der x-Achse und der Strecke von L; zu der Arm-
spitze wollen wir y nennen. Der Abstand von der Armspitze zum Lotpunkt soll
Y heiBBen. k sei die Lange der Strecke von L, zu der Armspitze. Dann ist die
Hypotenuse in diesem Dreieck immer gleich lang, unabhéngig davon, wie sich
die Winkel a und y dndern, nur Y andert sich. Man kann hier also dieselbe Ar-
gumentation wie oben anwenden und eine eindeutig bestimmte Gleitkurve fin-
den. Man platziert wieder ein &-n-Koordinatensystem am Punkt L,, so, dass die
n-Achse durch die Armspitze verlauft und geht auch sonst wie oben vor. Man
erhélt also eine Gleitkurve, die bewirkt, dass der Abstand der Spitze des Arms
mit der Messrolle Y immer genau y™ betragt. Damit ist gesichert, dass man
spater auf der Messrolle einen Wert proportional zu [ y™dx ablesen kann, auch
wenn sich der Arm mit der Messrolle nicht mehr auf der x-Achse bewegt.

Denn nach Kapitel 3.5.4 »Polarplanimeter« und der allgemeinen
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Planimetertheorie wissen wir, dass sich der Arm auf einer beliebigen stetigen
Kurve bewegen kann.

Wir haben also gezeigt, dass es eine Gleitkurve gibt, so dass die Hohe Y der
Armspitze des Arms, an dem die Messrolle befestigt ist, gleich y™ ist.

g.e.d.

Da die Léange k frei wéhlbar ist und die Fahrarmlénge [ bei dem Modell von
Ott verstellbar ist, nehme ich an, dass k = ™ gewéhlt wurde. Damit wirde die
Geratekonstante K von der Fahrarmlange [ abhdngen. Die Geratekonstante K
bestimmt, wie vielen cm™*? ein Noniusteil auf der Messrolle entspricht. Durch
die Wahl einer sehr kurzen Fahrarmlange wiirde sich dann also die Genauigkeit
erhohen.

Das ergibt auch deshalb Sinn, weil in den dem Gerét beiliegenden Tabellen
einige Noniusteile in Abhangigkeit von der Fahrarmlange in cm™*! umge-
rechnet wurden. AuBerdem schreiben Willert und Meyer zur Cappelen von der
Formel sin(y) = sin™(a) und nicht von k - sin(y) = ™ - sin™(a) 2°. Auch das
lasst auf die Beziehung k = [" schlief3en.

Allerdings konnte ich diese Gleichung bisher nicht an dem Gerét verifizieren.
Eine Bedienungsanleitung liegt mir nicht vor. Deshalb habe ich in diesem Ka-
pitel auch nicht angegeben, wie der Nonius in cm™*! umgerechnet werden
kann. Dies kann eine Aufgabe fir weitere Untersuchungen sein. Dabei ist je-
doch darauf zu achten, dass bei diesem Gerat einerseits die Skala auf den Fahr-
armen nicht metrisch ist und andererseits der Messrollen-Radius bei den ein-

zelnen Rollen variiert.

2% vgl. Willers (1951), S. 167 und Meyer zur Cappelen (1949), S. 205.
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3.7. Stieltjes-Planimeter

3.7.1. Zweck

Bild 41: Stieltjes-Planimeter. Das Holzpodium links unter dem Polarplanimeter fehlt bei dem
Gerdt leider. Vgl. das vollstandige Bild bei Meyer zur Cappelen (1949), S. 210.

Das Stieltjes-Planimeter kann Stieltjes-Integrale berechnen, d.h. Integrale der

Form

[rdge = [ 10+ g/ ax

Um das Gerat benutzen zu kdénnen bendtigt man eine Zeichnung der Graphen
der Funktionen f und g in einer passenden GroRe, sowie zwei Personen, die
das Gerét bedienen. Das Gerat alleine zu bedienen ist auch mdoglich, jedoch nur
mit besonderen Metallkurven, die dem Gerat nicht beiliegen, sondern als Spe-
zialanfertigung hergestellt werden missen. Das Stieltjes-Integral wird durch
gleichzeitiges Abfahren der Graphen von f und g bestimmt. Nahere Informati-

onen sind unter »Anwendung« aufgefunhrt.
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Stieltjes-Integrale kommen beispielsweise in der Physik vor, wenn Uber ein
Intervall zu Integrieren ist, das ungleichmaBig mit Masse, Druck, Helligkeit
oder Elektrizitat belegt ist*.

Sie spielen aber auch in Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung eine Rolle.

Der Erwartungswert

B(F0) = [ £ dg()

einer Funktion f von einer Zufallsvariable X mit der Dichte g ist ein Stieltjes-
Integral.

So lassen sich beispielsweise beliebige Momente einer Zufallsvariable, wie
Erwartungswert, Varianz, Schiefe oder Woélbung bestimmen.

Viele Integrale in der Analysis lassen sich als Stieltjes-Integrale ausdriicken.
Eines der besten Beispiele hierfir sind die Integrale zur Berechnung von Fou-
rier-Koeffizienten, die auch in dieser Arbeit vorkommen und genau auf diese

Weise bestimmt werden (vgl. Kapitel 3.8 »Harmonischer Analysator«).

3.7.2. Aufbau

Ausfuhrungen Uber den Aufbau des Stieltjes-Integrals findet man bei Meyer
zur Cappelen (1949), S. 208ff. und Willers (1951), S. 229ff. AulRerdem kann
man viel aus den entsprechenden Kapiteln zum Harmonischen Analysator ab-
leiten (Meyer zur Cappelen (1949), S. 275ff. und Willers (1951), S. 203).

Ich habe mich vor allem an dem Text von Willers orientiert, von dem ich auch

das Bild auf der nachsten Seite entnommen habe.

Zum Aufbau selbst:

Das Gerat besteht aus insgesamt drei Wagen, die Ubereinander liegen. Zuun-
terst liegt der Wagen W, der in der Leitschiene horizontal lauft. Ganz rechts
auf diesem Wagen ist ein so genannter Winkelhebel angebracht. Das sind zwei
Arme a und b, die sich um ihren Befestigungspunkt drehen kdnnen und dabei
immer senkrecht zueinander stehen. Die Spitze des Armes a ist mit F; benannt.

Mit ihm wird spater der Graph der Funktion g abgefahren.

2 Vgl. Meyer zur Cappelen (1949), S. 208.
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X 0

Bild 42: Schematische Zeichnung des Stieltjes-Planimeters Hinweis: &-n-Koordinatensystem

nicht genau wie im Text beschrieben.

Auf dem Wagen W, ist der zweite Wagen W, angebracht. Auch er kann sich
vertikal auf dem Wagen W, bewegen. An ihm ist der Arm b befestigt. Horizon-
tal rollen kann der Wagen W, nicht.

Die Arme a und b wirken dabei als Verkleinerungs-Mechanismus. Wenn man

die Spitze des Armes a um einige Zentimeter nach rechts verschiebt, bewegt
sich die Spitze des Arms b wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke genau Z-Mal SO
weit nach unten (vgl. Bild 43). Das hat zur Folge, dass sich der Wagen W,,
relativ zum Wagen W; immer genau S-Mal SO weit nach unten bewegt, wie

sich F; nach rechts bewegt.
Auf dem Wagen W, liegt auBerdem die Zeichnung des Graphs der Funktion H.
Die Zeichnung ist parallel zur Leitschiene ausgerichtet und damit senkrecht zur

Zeichnung des Graphs der Funktion g.
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Auf dem Arm b ist eine Skala von 2
bis 37 aufgebracht. Mit ihrer Hilfe
kann die Lange des Fahrarms b an-
gepasst werden. Dass Gerat ist so
konstruiert, dass sich der Fahrarm
bei einer Lange von b = 20 von
ganz links nach ganz rechts genau
20 cm weit bewegt. Das bedeutet,
dass sich, bei einer Bewegung des
Fahrstiftes von ganz links um 20 cm
nach ganz rechts, der Wagen W, auf
dem Wagen W, von ganz oben nach
ganz unten bewegt. Auch an der
Leitschiene befindet sich eine Skala
von 1 bis 36. Mithilfe der beiden
Skalen und dem beiliegenden Ein-
stellwinkel (vgl. Bild 41 rechts)

kann das Gerat eingestellt werden

(vgl. Kapitel 3.7.3 »Anwendung«).

In wenigen Zentimetern Uber der

Bild 43: Die Funktionsweise eines Winkelhe-  Zeichnung des Graphs der Funktion
bels. Die beiden eingezeichneten rechtwinkli- H und befes“gt an dem untersten

gen Dreiecke sind dhnlich. Die Strecke z hat Wagen W, erstrecken sich horizon-

daher die Lange Zx' tal zwei weitere Schienen, auf denen
der dritte Wagen W5 eingesetzt wird. Er lauft horizontal und ist in der Mitte
mit einer Lupe mit einem Fadenkreuz F, versehen, mit dem man den Graph der
Funktion H abfahrt. Das linke Ende des Wagens ist verlangert und mit einer
Vertiefung F; versehen, in der ein beliebiges Grundplanimeter (in der Regel
ein Polarplanimeter) eingehdngt werden kann, das schlussendlich den Wert des
Integrals bestimmt. Damit das Grundplanimeter die Héhendifferenz von dem
Tisch auf die Maschine nicht tberbriicken muss, liegt dem Gerét ein Holzpodi-
um bei, welches das Grundplanimeter auf dieselbe Hohe hebt, auf der sich die
Vertiefung F; befindet (welches bei dem Geréat in der Sammlung der AG Nu-
merik leider fehlt).
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Zusammengefasst flhrt das Geréat folgende Bewegungen aus, wenn man den
Fahrstift bewegt:

Bewegt man den Fahrstift F; nach oben oder unten, bewegt man die ganze Ap-
paratur inklusive den Wagen W, W,, W5 und den Schienen, auf denen W
fahrt und die an W; befestigt sind, nach oben oder unten. Gegeneinander ver-
schieben sich die Wagen dabei nicht. Nur die Leitschiene und das Holzpodium
stehen still. Das Polarplanimeter auf dem Holzpodium bewegt sich und folgt
mit seinem Fahrstift der vertikalen Bewegung nach oben oder unten.

Bewegt man den Fahrstift F; nach rechts bzw. links, dann bewegt sich zunachst
einmal vor allem der Wagen W,, auf dem die Zeichnung von H befestigt ist.
Die Zeichnung bewegt sich auf dem Wagen W, und unter dem Wagen W5 nach
unten bzw. nach oben. Gleichzeitig bewegt sich aber auch der Wagen W;, denn
der Fahrarm b kann sich nicht horizontal von links nach rechts oder umgekehrt
bewegen, er kann sich nur um seine Befestigung auf dem Wagen W; drehen.
Um den Fahrstift trotzdem horizontal bewegen zu kdnnen, bt man neben der
Drehbewegung, die man auf den Fahrarm ausiibt, auch noch eine vertikale
Kraft aus, um die H6he anzupassen und den Stift auf einer horizontalen Linie
zu halten. Durch diese Kraft verschiebt sich der Wagen W; zusammen mit den
Wagen W, und W5. Insgesamt verschieben sich bei einer horizontalen Bewe-
gung des Fahrstiftes also alle drei Wagen. Der Wagen W, erféhrt aber daruber
hinaus noch eine horizontale Bewegung relativ zu den beiden anderen. Das
Holzpodium und das Polarplanimeter stehen still, wie bei der vertikalen Bewe-
gung. Horizontale Bewegungen flihrt der Wagen W5 nur dann aus, wenn man
ihn gezielt horizontal bewegt. Dann bewegt er sich unabhéngig von allen ande-

ren Bewegungen der Maschine.

3.7.3. Anwendung

Folgende Anleitung habe ich selbst zusammengestellt, da ich keine Anleitung

finden konnte, wie das Gerét Schritt fur Schritt zu benutzen ist.

Um das Stieltjes-Planimeter anwenden zu kdnnen, missen zunachst einmal die

Zeichnungen der Funktionsgraphen im richtigen Mal3stab vorliegen.
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Der Wagen, auf dem die Zeichnung des Graphs der Funktion H liegt, ist auf
A4-Bléatter ausgelegt. Der Graph von H muss also auf einem A4-Blatt gezeich-
net sein. Die Zeichnung muss in der Blatt-Mitte liegen. Der grofite und der
kleinste Abszissen-Wert missen einen Abstand von 237 mm haben. Auf diese
Weise sind rechts und links von der Zeichnung genau drei Zentimeter Platz.
Was die Ordinate angeht, kann das A4-Blatt voll ausgenutzt werden. Diese
Werte sind vorgeschrieben. Weicht man von ihnen ab, funktioniert das Gerat
nicht korrekt. Wie verhélt man sich also, wenn man das Stieltjes-Integral tiber
einen Bereich bestimmen will, der groRRer oder kleiner als 237 mm ist? Oder
wenn man sehr grolRe Ordinatenwerte hat? In diesem Fall bleiben einem nur
zwei Mdglichkeiten: Einerseits kann man die Zeichnung mithilfe eines Pantog-
raphen malistabsgetreu vergrofRern oder verkleinern, um sie in die richtige
Gro6lke zu bringen, andererseits kann man die Achsen anders skalieren (heute
kdnnte man die Zeichnung auch kleiner kopieren). Dabei ist jedoch zu beach-
ten, dass man die GroRenveranderung und die Skalierung spater ggf. heraus
rechnen muss. AuBerdem muss man darauf achten, dass das Koordinatensys-
tem, in dem der Graph der Funktion g gezeichnet ist, ma3stabsgetreu zu dem
Koordinatensystem sein muss, in dem der Graph der Funktion H gezeichnet ist.
Eine unterschiedliche Achsenskalierung scheidet also aus.

Nun zu dem Graphen von g. Er muss nicht auf einem A4-Blatt gezeichnet sein.
Hier hat man freie Wahl. Auch der Abstand des groten und kleinsten Abszis-
senwertes ist nicht fest vorgeschrieben. Der Abstand muss nur mindestens zwei
Zentimeter und maximal 37 cm betragen. Die Ordinaten-Werte diirfen nach
oben bzw. unten jeweils um bis zu 20 cm von der Abszisse abweichen.

Sind die Graphen in der richtigen Form vorhanden, nimmt man den Einstell-
winkel zur Hand (vgl. Bild 41 rechts). Er hat zwei Skalen. Die untere ist met-
risch und geht von 1 bis 37 cm. Man kann sie als Lineal benutzen, um den Ab-
stand des kleinsten und des gréRten Abszissenwertes in dem Graphen der
Funktion g zu bestimmen. Hat man diesen Wert, legt man die Leitschiene an
die Zeichnung von g an. Auf der Leitschiene befindet sich eine Skala von 1 bis
36. An dieser Skala legt man den Einstellwinkel an, so dass die Markierung auf
dem Einstellwinkel auf der Skala mdglichst genau dem Wert entspricht, den
man eben ausgemessen hat. Nun betrachtet man die obere Skala auf dem Ein-

stellwinkel. Sie geht von 37 bis 0 und wieder von 0 bis 37. Bei ihr entspricht
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eine Skalenwert einem halben Zentimeter. Man nimmt nun die Zeichnung von
g und richtet sie so an dem Einstellwinkel aus, dass die Abszisse genau an der
Kante des Winkels liegt, die Mitte der Abszisse genau bei 0, der kleinste und
der grolte Abszissen-Wert genau bei der Zahl, die man zuletzt ausgemessen
hat. Dann entfernt man den Einstellwinkel und fixiert die Zeichnung mit zwei
ReilRzwecken. Warum das alles getan wird, erklére ich gleich.

Daraufhin setzt man den Wagen W, in die Leitschiene ein und setzt auf dem
Wagen W, den Winkelhebel ein. Man stellt den Fahrstift anhand der Skala, die
auf dem Hebel aufgebracht ist, auf den Wert ein, den man vorhin mit dem Ein-
stellwinkel ausgemessen hat. Auf W, ist der Wagen W, schon fest montiert.
Das Klemmbrett, auf dem die Zeichnung von H eingesetzt wird, muss nun
noch auf den Wagen aufgesetzt werden. Zu diesem Zweck befinden sich auf
dem Wagen drei Zapfen und auf der Unterseite des Klemmbretts drei Vertie-
fungen. Die Zeichnung von H sollte aber vor dem Aufsetzen des Klemmbretts
in dieses eingespannt werden.

Das Gerét ist nun richtig konfiguriert, wenn man allen Anweisungen gefolgt
ist, den Winkelhebel richtig eingestellt und die Zeichnung von g wie oben be-
schrieben relativ zum Gerat richtig positioniert hat. Wenn man nun mit dem
Fahrstift F; den Graphen von g abfahrt, bewegen sich die Wagen so, dass sich
das Fadenkreuz von W5 (der im Moment noch nicht aufgebaut ist) immer an
der entsprechenden Abszissen-Stelle auf dem Graphen von H befindet. Stellen
wir aber zundchst den Aufbau fertig.

Auf der linken Seite des Wagens W, (inzwischen unter dem Klemmbrett) be-
finden sich zwei Vertiefungen. Hier werden die Schienen eingesetzt, die Uber
das Klemmbrett flihren und auf denen der Wagen W5 lauft. Der Wagen wird
darauf gesetzt, die Lupe mit dem Fadenkreuz installiert und der Griff montiert.
Nun kann man den Wagen W5 so verschieben, dass er sich im Ursprung des
Koordinatensystems befindet, in das die Zeichnung von H gezeichnet wurde,
wenn sich der Fahrstift F; in dem Ursprung des Koordinatensystems befindet,
in das g gezeichnet ist.

Zum Schluss wird links von dem Gerat noch das Holzpodium aufgebaut, das
Polarplanimeter aufgesetzt und in den Wagen W5 eingesetzt. Nun ist das Gerét

funktionsbereit.
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Will man nun beginnen, das Integral f;“ g(x) - H'(x) dx zu bestimmen, posi-
0

tioniert man F; an dem Punkt (x,, 0) und F, an dem Punkt (x,, H(x,)),
Jeweils in ihrem eigenen Koordinatensystem, und notiert den aktuellen Wert
auf dem Polarplanimeter. Dann bewegt man F; senkrecht nach oben oder un-
ten, bis zu dem Punkt (xo,g(xo)), an dem der Graph von g beginnt. Dabei
sollte sich das Klemmbrett mit der Zeichnung von H nicht relativ zu F, ver-
schieben. Wenn man nun mit F; den Graph von g in x-Richtung abfahrt, setzt
sich auch F, in x-Richtung in Bewegung. Nur die y-Koordinate von F, muss
durch horizontales Verschieben des Wagens W5 angepasst werden, so dass sich
F, immer auf dem Graph von H bewegt.

Hierfiir gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder man bedient das Geréat zu zweit,
einer fahrt mit F; den Graphen von g ab und der Andere passt die y -
Koordinate von F, an. Oder man automatisiert die Anpassung der y -
Koordinate. Dies kann zum Beispiel dadurch geschehen, dass man den Gra-
phen von H als Leitkurve aus Eisen anfertigt und das Fadenkreuz F, durch
einen Zapfen ersetzt, der in der Leitkurve lauft. Auf diese Weise wird die y-
Koordinate von F, beim Abfahren des Graphs von g mit F; automatisch ange-
passt.

Hat man den Graphen von g befahren und befindet sich an dem Punkt
(xl, g(xl)), an der Abszissen-Stelle x;, dann bewegt man F; wieder senkrecht
auf die x-Achse. F, bewegt man nicht. Erst jetzt, wenn man F; auf der x-Achse
zu dem Punkt zurick fiihrt, an dem man begonnen hat, fihrt man F, wieder auf
dem Graphen von H entlang. Ist man wieder am Ursprungspunkt angekommen,
notiert man sich erneut den Wert auf dem Polarplanimeter, berechnet die Diffe-
renz und multipliziert die erhaltene Zahl mit einer Konstanten, die man der
Gerdteanleitung entnehmen kann (der so genannten Geréatekonstanten). Das
Ergebnis dieser Rechnung ist das Integral

f;;l g(x) - H'(x) dx.
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3.7.4. Wirkweise

¥ //

. /// 2
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Bild 44: Schematische Zeichnung des Stieltjes-Planimeters Hinweis: &-n-Koordinatensystem

nicht genau wie im Text beschrieben.

Im Folgenden nutzen wir die Notation, die wir unter »Aufbau« verwendet ha-
ben. Inhaltlich basieren die Ausfiihrungen auf Willers (1951), S. 229ff.

Da in die Vertiefung F; ein Polarplanimeter eingehangt wird, an dessen Mess-
rolle schlussendlich der Wert des Stieltjes-Integrals abgelesen wird, verdient
die Kurve, welche man mit F; umfahrt, besonderer Beachtung. Wie in Kapitel
3.5 »Polarplanimeter« angegeben, bestimmt ein solches Planimeter ndmlich

gerade das Integral dieser Kurve.

Betrachten wir die Kurve von F; in einem &-n-Koordinatensystem, wobei die
&-Achse die Horizontale bezeichne und die n-Achse die Vertikale. Der Koor-
dinatenursprung soll an dem Punkt liegen, an dem sich F; befindet, wenn F;

und F, jeweils im Koordinatenursprung ihrer Graphen liegen.
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Betrachten wir nun, wie sich
Fy=(n)
in diesem Koordinatensystem bewegt.
Horizontale Bewegungen, also Bewegungen in &-Richtung macht der Punkt F;
nur, wenn der Wagen W5 bewegt wird. Die anderen Wagen W; und W, kdnnen
gar keine horizontalen Bewegungen durchfuhren. Da mit F, immer der Graph
von H abgefahren wird, gilt immer & = H(x).
In vertikale Richtung, also in n-Richtung, wird die Vertiefung F; nur gefihrt,
wenn die ganze Apparatur nach oben oder unten verschoben wird. Gemé&R dem
Kapitel »Aufbau« geschieht das in zwei Fallen: 1. wenn der Fahrstift F; nach
oben oder unten verschoben wird; 2. Wenn der Fahrstift F; nach rechts oder
links verschoben wird. Im ersten Fall kann die Hohendifferenz von F; zur Abs-
zisse leicht angegeben werden:
Sie steigt zundchst von 0 bis g(x,) an, dann betréagt sie g(x), fallt wieder von
g(xy) auf 0 ab und bleibt bis zum Schluss 0, bis sich F; wieder in der Ur-
sprungsposition befindet. Es handelt sich um insgesamt vier Bewegungen. Die-
se vier Bewegungen werden nun B,, B,, B3 und B, genannt.
Im zweiten Fall, bei Bewegungen des Fahrstiftes F; nach rechts oder links,
kann die Distanz, um die F5; nach oben verschoben wird, bereits nicht mehr so
einfach angegeben werden. Klar ist aber, dass jeder Stelle x der Abszisse ein-
deutig eine Distanz zugeordnet werden kann, um die F; nach oben verschoben
wird. Nennen wir diese Distanz v(x).
Insgesamt erhalten wir also,...
o fiir die Bewegung B;:
n steigt von 0 bis g(x,) an. & = H(xy).
o fir die Bewegung B;:
n=gx) +vx).&=H(x),mitx, <x < x,.
o flr die Bewegung Bj:
n féllt von g(x,) auf 0 herab. & = H(x;).
o flr die Bewegung B,:

n =v(x). &= H(x), mitx; >x > x,.

67



Welches Integral bestimmt also das Polarplanimeter? Da gemaR Kapitel 3.3.4.1
und 3.5 ein Polarplanimeter und ein Linearplanimeter dasselbe Integral be-
stimmen, wird die Hilfsvorstellung eingefiihrt, dass der Punkt F; kein Polar-
planimeter, sondern ein Linearplanimeter fihrt. AuBerdem soll das Linearpla-
nimeter so ausgerichtet sein, dass seine Leitschiene parallel zur £-Achse liegen
wirde. Dann kann man das Integral, welches durch das Linearplanimeter be-
stimmt wird, folgendermafen angeben:
Die Bewegungen B; und B sind nichts anderes als vertikale Bewegungen nach
oben bzw. unten. Da F; eine geschlossene Kurve umféhrt, haben vertikale Be-
wegungen keinen Einfluss auf das Integral, das bestimmt wird (vgl. Kapitel
3.3.4.1 »Grund-Linearplanimeter«).
Wie weiter aus dem Kapitel »Grund-Linearplanimeter« hervor geht, wird bei
einer Bewegung nach rechts der Flacheninhalt zwischen der Bewegung und der
&-Achse mit positivem Vorzeichen bestimmt und bei einer Bewegung nach
links der Flacheninhalt zwischen der Bewegung und der £-Achse mit einem
negativen Vorzeichen. Da & = H(x) jedoch steigt und féllt, bewegt sich F;
abwechselnd nach rechts und nach links. Sowohl bei der Bewegung B,, als
auch bei der Bewegung B, wechseln sich die Bewegungen nach rechts und
links standig ab, je nachdem, ob ¢ = H(x) steigt oder fallt, d.h. je nachdem ob
&' = H'(x) > 0 oder < 0 ist.
Trotzdem gibt es mit der Methode des Riemann-Integrals durch die Approxi-
mation mit Rechtecken einen einfachen Weg, den Flacheninhalt unter diesen
Bewegungen zu berechnen.
Wir unterteilen die x-Achse in dem Koordinatensystem, in das die Funktion g
gezeichnet ist, in n Teile
Xo = Xo,0 < Xo1 S Xg2 o S Xop—1 < Xon = X1

Dem entsprechen wegen & = H(x)

$o = H(xo,o)'ﬁ = H(xo,1)' e §po1 = H(xo,n—1)»fn = H(xo,n)-
Dann erhalt man mit

Z N i =) = Zn(fi) ' (H(xo,i+1) - H(Xo,i))
i=0 i=0
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eine Naherung fur den Flacheninhalt zwischen der Bewegung und der ¢-Achse.
Dabei werden bei Bewegungen nach links die Flacheninhalte unter diesen Be-
wegungen bereits negativ gezéhlt. Denn in diesem Fall ist

H(x0,41) < H(x0;) = H(x0:41) — H(x;) < 0.
Bewegungen nach rechts werden nach wie vor positiv gerechnet.
In je mehr Teile n man die x-Achse einteilt, desto genauer wird die Approxi-
mation des Flacheninhaltes. Auf diese Weise lasst sich der Flacheninhalt belie-

big genau anndhern. Wir kdnnen diese Formel aber noch weiter umformen:

Weil namlich
H(xo i+1) - H(Xo i) n-o
) ) Hl 3
Xo,i+1 — Xo,i (xo'l)
n—oo

< H(xo,i+1) - H(xo,i) — H'(xo,i) ' (xO,i+1 - xo,i)
gilt, kann man obige Formel umformulieren zu

PRIOHGTEED
i=0
= Z ne)- (H(xo,i+1) - H(xo,l-))
i=0
=S 0 () )
i=0

= (1®) - H'(x0,)) - (ko101 — x0,)
i=0
_ f n(E) - H'(x) dx

X0

- f n(€) dH().

Hier sehen wir also das Stieltjes-Integral. Fir die Bewegung B, erhalten wir

[ (960 +v00) - 1oy

Fur die Bewegung By:
Xo
f v(x) - H'(x) dx.

X1
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Insgesamt ergibt sich also als Flacheninhalt an der Messrolle des Polarplanime-

ters:
f (g(x) +v(x)) - H'(x) dx + J v(x) - H'(x) dx
= f (g(x) + v(x)) “H'(x) dx — f v(x)-H'(x) dx

~ | G +v6) — v - H'G) dx
_ f g(0) - H'(x) dx

= [ 96 an.

g.e.d.
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3.8. Harmonischer Analysator

3.8.1. Zweck

Bild 45: Harmonischer Analysator. Der Fahrstift ist durch eine Lupe ersetzt.

Der Harmonische Analysator dient der Bestimmung von Fourier-Koeffizienten.
Die Koeffizienten werden bestimmt, indem der Graph der Funktion abgefahren
wird, die in eine Fourier-Reihe entwickelt werden soll.

Im Anhang befindet sich ein von mir erstelltes Video, welches dieses Kapitel
veranschaulicht.

Das Gerét kann Zeichnungen von Graphen mit einer Periodenlange von 4 bis
36 cm verarbeiten. Die grote zulassige Ordinate auf jeder Seite der x-Achse

ist 16 cm.

Fourier-Reihen haben ein breites Anwendungsspektrum:

Klénge sind Schwankungen im Luftdruck. Sie lassen sich als periodische
Funktionen darstellen, welche sich wiederum in Fourier-Reihen entwickeln
lassen. Auf diese Weise kann man auch komplexe Klange analysieren und sie
auf Grundténe und Obertdne zuriick fuhren.
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Auf dieselbe Weise kann Elektrizitat auf Oberwellen oder Licht analysiert
werden.

Ganz allgemein lasst sich nach dem Satz von Dirichlet jede beschrénkte,
stiickweise differenzierbare und periodische Funktion in eine Fourier-Reihe

entwickeln.

Hinweis auf Parallelen zum Stieltjes-Plaimeter

Das Gerdt ist eine Abwandlung des Stieltjes-Planimeters und ist deshalb von

Aufbau und Anwendung her fast identisch.

Die gesuchten Fourier-Koeffizienten haben bekanntlich die Form

P
2
ao =onf(x) dx,

p
fo() ( 2T )d
a, =— X)coS|n—x X,
" p) p

14
b, = Eff(x) - sin (nz—nx> dx,
p : p
wobei p die Periodenlange ist.
ay kann durch einfaches Abfahren des Graphen von f mit einem Grundplani-
meter und Multiplikation mit Konstanten bestimmt werden. Die Koeffizienten
a, und b, konnen als Stieltjes-Integrale verstanden werden, wenn man die
Cosinus- bzw. die Sinus-Funktion als Ableitung interpretiert. Man kénnte also

auch das Stieltjes-Planimeter zur Bestimmung der Koeffizienten verwenden,
indem man g = f und H' = cos (n%"x) bzw. H' = sin (n%”x) setzt. Genau

auf diese Weise arbeitet auch der Harmonische Analysator. Es handelt sich nur
um eine leicht angepasste Version des Stieltjes-Planimeters, das es erlaubt
schnell hintereinander Koeffizienten verschiedener Ordnung zu berechnen.
AuBerdem ist der Harmonischen Analysator so konstruiert, dass man ihn allei-
ne bedienen kann.

Die Ausfihrungen in diesem Kapitel 3.8 basieren vor allem auf der Gerétean-
leitung OTT Messtechnik (1931), die dem Gerét beilag. Vgl. aber auch Meyer

zur Cappelen (1949), S. 275ff. und Willers (1951), S. 203.
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3.8.2. Aufbau

(OF ‘ ]

e e N = e = — - — = - ————

Bild 46: Harmonischer Analysator. (1) GrolRer Wagen, der sich vertikal auf der Leitschiene
bewegt. (2) Kleiner Wagen, an dem sich die Zahnradstange befindet und der sich durch den
Winkelhebel vertikal auf dem Groflen Wagen bewegt. (3) Zahnradstange. (4) und (4a) Zahnra-
der. (5) und (5°) sind zusammen der Winkelhebel. (5°) ist der Fahrarm mit Markierung zum
Einstellen der Hohe des Fahrstiftes, bzw. der Periodenlange der zu analysierenden Funktion.
(6) Fahrstift, in seiner Position auf dem Fahrarm verstellbar. (7) Bewegungshilfe fur den Fah-
rarm (Hier wird der Fahrarm gefiihrt). (8) Drehpunkt des Winkelhebels auf dem grofRen Wa-
gen. (9) Leitschiene. (10) Einstellwinkel zum Anbringen an der Leitschiene und leichteren

Orientierung des Gerats gegeniber der Kurve. (11) Holzpodium. (12) Polarplanimeter.

Die Wagen W, und W5 des Stieltjes-Planimeters sind bei dem Harmonischen
Analysator durch eine Zahnradstange mit der Lange p und einem Zahnrad er-
setzt, wobei Zahnradstange und Zahnrad miteinander verzahnt sind. Wéhrend
das Zahnrad fest montiert ist, ist die Zahnradstange wie bei dem Stieltjes-
Planimeter der Wagen W, mit dem Winkelhebel verbunden und bewegt sich
vertikal, wenn sich der Winkelhebel bewegt.

Auf dem Zahnrad befinden zwei je um 90° versetzte Vertiefungen S und C. Sie
stehen fiir Sinus und Cosinus und dienen als Einh&dngepunkt fir ein Grundpla-
nimeter (in der Regel ein Polarplanimeter). Damit das Grundplanimeter die

Hohendifferenz von dem Tisch auf die Maschine nicht tberbricken muss, liegt
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diesem Gerét ein Holzpodium bei, welches das Grundplanimeter auf dieselbe
Hohe hebt wie das Zahnrad. Weiterhin liegen dem Gerét viele verschiedene
Zahnrader mit unterschiedlichen GroRen bei, die jeweils so konstruiert sind,
dass sie sich genau n-Mal auf der Zahnradstange abrollen kénnen. Die Zahl n
ist dabei auf dem Zahnrad eingraviert. Diese Zahnrader kdnnen in die Steck-
platze an der Zahnradstange eingesetzt und ausgetauscht werden und ermdgli-
chen es so, Fourier-Koeffizienten unterschiedlicher Ordnung zu berechnen.

Auf dem Fahrarm des Winkelhebels sind die verschiedenen Periodenldngen
eingraviert, die das Gerat verarbeiten kann. An dieser Skala lasst sich einstel-

len, in welcher Hohe sich der Fahrstift auf dem Fahrarm befindet.

3.8.3. Anwendung®

Um das Gerét benutzen zu kdnnen, muss eine Zeichnung des Graphs der zu
analysierenden Funktion in passenden Malen vorliegen (Periodenlédnge zwi-
schen 4 und 36 cm; Ordinate auf jeder Seite der x-Achse héchstens 16 cm).

Die Nummerierung der im Folgenden erklérten Bauteile bezieht sich auf Bild
46. Man misst mithilfe des Einstellwinkels (10) die Periodenléange der Funkti-
on, legt den Einstellwinkel an die der Periodenlange entsprechenden Stelle der
Skala auf der Leitschiene (9) und platziert den Graph mithilfe des Einstellwin-
kels so, dass die Periodenmitte auf der Skala des Einstellwinkels bei null liegt.
Dann entfernt man den Einstellwinkel. Man fixiert das Blatt mit zwei Reil3-
zwecken, baut den groRem Wagen (1) und den Einstellwinkel (5 und 5°) auf
und stellt den Fahrstift auf die der Periodenlédnge entsprechende Position auf
dem Fahrarm ein. Links von der Leitschiene positioniert man das Holzpodium.
Um das Podium richtig zu positionieren, befindet sich eine Vertiefung in der
Leitschiene. Das Holzpodium hat zwei kleine Distanz-Halter die helfen, das
Podium in der richtigen Distanz aufzustellen. Auf das Holzpodium wird das
Polarplanimeter gesetzt und nach oben-rechts ausgerichtet. Nun positioniert
man den Fahrstift auf der x-Achse unter dem Beginn der Periode.

Der Harmonische Analysator kann Fourier-Koeffizienten bis zur Ordnung

n = 25 bestimmen. Ist der zu bestimmende Koeffizient von der Ordnung

> Wem diese kurze Anleitung nicht ausreicht, dem sei angeraten das Kapitel »Anwendung« zu
dem Stieltjes-Planimeter und das Video im Anhang hinzu zu ziehen.
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n < 6, so wéhlt man das Zahnrad mit der eingravierten Zahl n aus und setzt es
in den Steckplatz mit der Zahl n ein, so, dass es mit der Zahnstange verzahnt
ist und die Markierungen auf Zahnrad und Zahnradstange uUbereinstimmen. Ist
n > 6, muss man zwei Zahnréder kombinieren. Zundchst wahlt man wieder
das Zahnrad mit der eingravierten Zahl n aus und setzt es in den entsprechen-

den Steckplatz. Anschliefend sucht man unter den Zahnrédern, auf denen ein

6
11 17

Bruch der Form

eingraviert ist, dasjenige (Zwischenrad), bei dem eine

der beiden Zahlen unter dem Bruchstrich die Zahl n ist. Die Zahl Gber dem
Bruchstrich gibt an, in welchen Steckplatz das Zahnrad gesteckt werden muss;
die Zahlen unterhalb des Bruchstrichs geben an, fur welche n das Zahnrad zu
verwenden ist. Die Zahnréder sind so einzusetzen, dass sie miteinander und mit
der Zahnstange verzahnt sind. Auflerdem sind auf den Zahnrédern und der
Zahnstange Markierungen, die durch Drehen der Zahnréder in der Ausgangs-
position jeweils aneinander liegen missen. Auf manchen Zahnrédern ist die
Zeichenfolge »: 2« eingraviert. Diese Gravierung bedeutet, dass das Ergebnis,
das spater an der Messrolle abgelesen wird, durch zwei dividiert werden muss.
Weiterhin sind, wie unter Aufbau beschrieben, auf dem Zahnrad mit der Zahl n
(nicht dem Zwischenrad) zwei Vertiefungen S und C eingraviert. In eine dieser
Vertiefungen wird der Fahrstift des Polarplanimeters eingesetzt. S fir die Be-
rechnung von b,, und C fir a,,.

Bevor man nun mit dem Abfahren des Graphs beginnt, notiert man sich die
Zahl, die auf der Messrolle angezeigt wird. Anschlieen fahrt man mit dem
Fahrstift senkrecht nach oben, bis man auf dem Graphen ist. Man féhrt den
Graph im Uhrzeigersinn ab. Ist man am Periodenende angelangt, bewegt man
den Fahrstift senkrecht auf die x-Achse und auf dieser wieder zuriick, bis man
beim Periodenanfang angekommen ist. An dieser Stelle notiert man sich erneut
die Zahl, welche die Messrolle anzeigt, und berechnet die Differenz der beiden
Messrollen-Werte. Wenn man zuvor ein Zahnrad mit der Gravur »: 2« einge-
setzt hat, muss man diese Zahl durch zwei teilen. Je nachdem, welches Polar-
planimeter man verwendet, muss man diese Zahl ggf. noch mit der entspre-
chenden Gerétekonstante des Polarplanimeters multiplizieren. Das Ergebnis

dieser Rechnung ist der gesuchte Wert a,, bzw b,,.
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Bei dem Gerét in der Sammlung der AG Numerik entspricht einem Noniusteil

auf der Messrolle ein b,, von 0,01 cm (vgl. »Wirkweise«).

3.8.4. Wirkweise

Wir betrachten die Vertiefung, in der das Planimeter eingehéngt ist, wieder in
einem &-n-Koordinatensystem, wie bei dem Stieltjes-Planimeter. Dieses Mal
soll der Ursprung des Koordinatensystems jedoch an der Stelle liegen, an der
die Zahnrad-Mitte liegt, wenn sich das Gerét in der Anfangsposition befindet
(unmittelbar bevor mit dem Abfahren begonnen werden kann). Im Folgenden
wird 0.B.d.A. nur die Vertiefung S betrachtet.

Zunéchst wird eine neue Notation eingefiigt:

n

-—m.;os’Z\‘" *-—---J-

/ \  rsne
- + T P

\\ Y o//

) e
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Bild 47: Das Zahnrad. Das untere Rad stellt das Zahnrad in seiner Ausgangsposition dar. Das
obere, gestrichelt-gezeichnete Rad, stellt das Zahnrad dar, nachdem der Fahrstift der Maschine

verschoben worden ist. Es ist um den Winkel w gedreht und vertikal verschoben.

Der Abstand, den die Vertiefungen S und C zur Zahnradmitte haben, wird
r genannt. AulRerdem wird der in Bild 46 eingezeichnete Winkel w eingefihrt.
Mithilfe dieser Variablen lasst sich nun die Position der Vertiefung S relativ

zum Zahnradursprung leichter angeben: Der vertikale Abstand betragt

r sin(w), der horizontale Abstand - r cos(w).
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In wie weit ist das hilfreich flr die Bestimmung der ¢- und der n-Koordinaten?
Nun, es liefert die £-Koordinate der Vertiefung S:
& = —rcos(w).

Auch die n-Koordinate, d.h. der vertikale Abstand der Vertiefung S zu der
Stelle, an der sich die Zahnradmitte in der Ursprungsposition befunden hat,
l&sst sich leicht bestimmen:
Die einzige vertikale Verschiebung des Zahnrads erfolgt, wenn der grofe Wa-
gen des Gerats verschoben wird, d.h. wenn der Fahrstift vertikal oder horizotal
verschoben wird. Die Situation ist schon aus dem Kapitel 3.7.4 »Wirkweise«
des Stieltjes-Planimeters bekannt. Die Bewegungen B, und B; werden wieder
ignorieren. Bei der Bewegung B, ergibt sich bei dem Harmonischen Analysa-
tor

n = f(x)+v(x)+ rsin(w)
und damit das Integral

P
f(f(x) + v(x) + rsin(w)) - (—r cos(w))’ dx,
0

wobei p wieder die Periodenlange der zu analysierenden Funktion ist.
Bei der Bewegung B, ergibt sich
n = v(x) + rsin(w)

und damit das Integral
0

J(v(x) + rsin(w)) - (—r cos(w))’ dx.

p

Insgesamt misst das Polarplanimeter also das Integral

P
f(f(x) + v(x) + rsin(w)) * (—r cos(w))’ dx
0
P
- J(v(x) + rsin(w)) - (—r cos(w))’ dx
0

P
= ff(x)  (—=rcos(w))’ dx.
0
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Nun gilt es nur noch den Winkel w in Abhéngigkeit von x auszudriicken.

Wie bereits unter »Aufbau« erlautert, sind die Zahnrader von ihrem Radius her
so bemessen, dass sie sich genau n-Mal auf der Zahnradstange abrollen kon-
nen®. Der Winkelhebel und die Skala auf dem Fahrarm sind wiederum so be-
schaffen, dass sich die Zahnradstange genau einmal komplett an dem Zahnrad
vorbei bewegt, wenn der Fahrstift horizontal von dem einen Ende der Periode
des Graphen zum anderen Ende bewegt wird. Das Zahnrad dreht sich also auch
tatsdchlich immer n-Mal in die eine und n-Mal in die andere Richtung.

Eine volle Umdrehung fuhrt das Zahnrad also aus, wenn sich der Fahrstift bei

X = % befindet. Bei einer vollen Umdrehung hat w den Wert 2.
Eine halbe Umdrehung macht das Zahnrad, wenn sich der Fahrstift bei
X = %-%befindet. Bei einer halben Umdrehung hat w den Wert .

Hieraus folgt flr w die Formel

2T
w=n—=x.

Es gilt also

!

(—=rcos(w))' = (—r cos (n 27nx>>

2T ( 21 )
=r-n—-sin|{n—x|.
p p

Damit hat das Integral den Wert

P
ff(x) (—rcos(w))’ dx
0

p
21 _ 21
= r-n—-Jf(x) . sm(n—x) dx
p p

0

=mrn- b,.
Das Grundplanimeter bestimmt also tatsachlich einen Wert proportional zu b,,.
Die Zahl rn ist eine Gerétekonstante, die allein von der Beschaffenheit des
Zahnrades abhéngt. Bei dem Harmonischen Analysator von Mader-Ott sind die

Zahnrader so gefertigt, dass mrn immer genau 100 mm entspricht, so dass

% Der Radius 1,des Zahnrades lasst sich aus dieser Bedingung 2nr;, = % heraus eindeutig auf

T, = % bestimmen, wobei [ die Lénge der Zahnradstange ist.
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einem Wert des Grundplanimeters von 0,1 cm? ein b, von 0,01 cm ent-
spricht®*,
Auf dieselbe Weise nur mit der Vertiefung C werden die Koeffizienten a,, be-

stimmt.

Bleibt zuletzt noch zu erkldren, was es mit den Zwischenréddern mit der Auf-
schrift »:2« auf sich hat.

Bei grolRen Werten flr n ergeben sich zwei Probleme: 1. Je oOfter sich das
Zahnrad auf der Zahnradstange mit fester Lange abrollen soll, d.h. je gréer n
ist, desto kleiner musste das Zahnrad werden. 2. Je groRRer n ist, desto kleiner
muss r werden, damit die Geratekonstante rn = 100 mm ist.

Deshalb hat man bei Werten von n > 6 zwei Verdnderungen vorgenommen:

1. Der Wert von mrrn ist nicht auf 100 mm sondern auf 200 mm festgelegt. Da-
raus ergibt sich auch, dass man das Endergebnis durch zwei teilen muss und es
wird erreicht, dass fir r groRere Werte gewéhlt werden kdnnen.

2. Es missen Zwischenzahnrader dazwischen geschaltet werden. Sie sind eine
Hilfskonstruktion, um die Herstellung zu kleiner Zahnrader zu vermeiden?.
Wenn zwei Zahnréder miteinander verzahnt sind, dann nennt man die Zahl der
Umdrehungen, die das kleinere Zahnrad ausfiihren muss, damit das groRere
Zahnrad eine Umdrehung durchfiihrt, die »Ubersetzung«. Aus der Mechanik
wissen wir, dass die Ubersetzung immer dem Quotient der Radien entspricht,
wobei der kleinere Radius im Nenner steht. Mit diesem Wissen lassen sich

Zahnrader in der entsprechenden GrofRRe herstellen.

4 Vgl. OTT Messtechnik: Der Harmonische Analysator Mader-Ott. 1931, S. 11.
> Hier geht es um den Radius 7, des Zahnrades. Unter Nr. 1 ging es um den Abstand r der
Vertiefungen zur Zahnradmitte.
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3.8.5. Der Harmonische Doppelanalysator

In der Sammlung der AG Numerik befindet sich auf’er dem Harmonischen
Analysator auch noch ein Harmonischer Doppelanalysator mit gleicher Wirk-
weise, der es jedoch erlaubt, eine groRe Anzahl Fourier-Koeffizienten gleich-
zeitig zu bestimmen. Bei ihm werden mit einem Fahrarm mehrere Zahnrad-

stangen und mehrere Zahnrader auf einmal angesteuert.

Bild 48: Harmonischer Doppelanalysator

Leider ist das Gerat nicht vollstandig. Ich verweise auf das Bild von Willers
(1951), S. 206, auf dem das Gerat vollstdndig zu sehen ist.
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3.9. Integraph Adler-Ott

3.9.1. Zweck

Bild 49: Schematische Darstellung des Integraphen Adler-Ott

Der Integraph von Adler-Ott kann durch Abfahren eines gegebenen, stetigen,
zweidimensionalen Graphs einer Funktion f den Graph der zugehdrigen Funk-

tion F zeichnen. Die Ordinate kann dabei um einen Faktor b gestaucht werden.
Das Gerét findet zum Beispiel in Kombination mit dem Stieltjes-Planimeter

Anwendung, weil man mit ihm maschinell eine Zeichnung der Stammfunktion

H einer gegebenen Funktion H' erhalt.
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3.9.2. Aufbau®
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Bild 50: Schematische Zeichnung des Integraphen Adler-Ott..

Das Fundament des Integraphs bilden zwei Leitschienen S; und S,, die jeweils
an einem Ende senkrecht aufeinander stehen.

Auf der Schiene S, die vertikal verlauft, fahrt ein Wagen W,, auf welchem ein
Blatt Papier eingespannt werden kann. Auf diesem Blatt wird spéater die
Stammfunktion durch das Gerét gezeichnet.

Auf der Schiene S, die horizontal verlduft, fahrt ein Wagen W,. Auf dem Wa-
gen W, lauft wiederum horizontal ein Wagen W5. Oben an den Wagen W, und
W5 befestigt ist ein so genanntes Richtungslineal. Das Richtungslineal kann
man sich als Arm vorstellen, der fest am oberen Ende des Wagens W, befestigt

ist und sich um diesen Punkt drehen kann. Das andere Ende des Richtungsline-

%% Ausfiihrungen zum Integraphen findet man bei Meyer zur Cappelen (1949), S. 234, Willers

(1951), S. 239ff. und Fischer (2011), S. 93ff.
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als ist am Wagen W5 befestigt, jedoch nicht starr. Der Befestigungspunkt am
Wagen W5 lauft auf dem Richtungslineal. Das hat zur Folge, dass sich durch
horizontales Verschieben des Wagens W5 der Winkel des Richtungslineals
andert: Befindet sich der Wagen W5 auf einer bestimmten Hohe, sodass die
beiden Befestigungspunkte des Richtungslineals auf den Wagen horizontal auf
einer Linie liegen, so hat das Richtungslineal gegen die Horizontale den Win-
kel 0°. Liegt der Wagen W5 hoher, hat das Richtungslineal einen positiven
Winkel, liegt er tiefer, einen negativen Winkel. Der Abstand der beiden Befes-
tigungspunkte des Richtungslineals ist einstellbar und wir nennen ihn b.

Unter dem Befestigungspunkt des Richtungslineals, der sich auf dem Wagen
W, befindet — also dem, um den sich das Lineal dreht — befindet sich ein so
genanntes Schneidenrad, das durch das Gewicht der Maschine auf den Wagen
W; gedruckt wird — auf dem die Stammfunktion gezeichnet wird — und sich auf
diesem frei bewegen kann. Ein Schneidenrad ist ein Rad mit einer relativ
scharfen Schneide, dass dadurch in nicht in Rollachsenrichtung tber das Blatt
gezogen werden kann, weil es nicht »gleiten«, sondern nur rollen kann (vgl.
Bild 51). Das Rad ist so an das Richtungslineal angebracht, dass es sich mit
ihm drehen kann und immer in dieselbe Richtung zeigt. Schneidenrad und
Richtungslineal haben also auch immer denselben Winkel gegen die Horizon-
tale.

Welche Funktion hat das Schneidenrad nun? Es bewegt den Wagen W;. Ver-
schiebt man das Gebilde aus Wagen W, und W5 nach rechts oder links, so rollt
das Schneidenrad auf dem Wagen
W, in einem bestimmten Winkel.
Da das Schneidenrad in der Regel
nicht nur horizontal rollt, sondern
schrég, hat seine Bewegung auch
eine  vertikale = Komponente.
Durch die Reibung Ubt das
Schneidenrad also in der Regel
eine vertikale Kraft auf den Wa-
gen Wjaus, welcher sich darauf-

hin in seiner Schiene bewegt.

Insgesamt fehlen nur noch zwei

Bild 51: Schneidenrad.



Bauteile des Integraphen, der Fahrstift, mit dem der Graph der Funktion abge-
fahren wird und der Zeichenstift, mit dem die Stammfunktion gezeichnet wird.
Der Zeichenstift ist auf dem Wagen W, auf der Hohe des Befestigungspunktes
des Richtungslineals angebracht, nur weiter links als das Richtungslineal. Er ist
mit ZS bezeichnet. Der Fahrstift ist ganz unten auf dem Wagen W; angebracht

und mit F bezeichnet.

3.9.3. Anwendung

Vor dem Einsatz des Gerates baut man die beiden Schienen S; und S,, sowie
den Wagen W; auf und spannt auf dem Wagen W, ein weil3es Blatt Papier ein.
Anschlielend setzt man unter die Schiene S, die Zeichnung der Funktion, zu
der man die Stammfunktion zeichnen will und richtet sie mithilfe der beiden
Distanzstabe (Vgl. Bild 49 ganz rechts und links) so aus, das die Spitze der
Stabe auf der x-Achse liegen, wenn das andere Ende der Distanzstabe in der
Schiene eingesetzt ist. Das Blatt sollte zwischen den beiden Markierungen auf
der Schiene ausgerichtet werden. Dann setzt man die Wagen W, und W5 in die
Schiene ein und legt das obere Ende mit dem Schneidenrad auf den Wagen W;.
Man richtet den Wagen W5 auf dem Wagen W, so aus, dass sich die beiden
Befestigungspunkte des Richtungslineals und damit auch das Richtungslineal
selbst auf einer horizontalen Line befinden. Ggf. muss man einen kleinen He-
bel I6sen, der den Wagen W5 auf dem Wagen W, fixiert. An dem Befesti-
gungspunkt des Richtungslineals auf dem Wagen W5 kann der Abstand b die-
ses Punktes zu dem Befestigungspunkt auf dem Wagen W, eingestellt werden.
Dieser Abstand bestimmt, wie sehr der Graph der Stammfunktion gestreckt
wird. Man kann ihn groRer einstellen, wenn man eine Stammfunktion mit sehr
grolRen Ordinaten-Werten erwartet.

Nun muss nur noch der Zeichenstift und der Fahrstift in das Gerat eingesetzt
und das Gerét in die richtige Position gebracht werden. Driickt man das untere
Ende des Wagens W, nach unten, setzt der obere Teil zusammen mit dem Zei-
chenstift nicht mehr auf dem Blatt auf und man kann die Wagen W; bis W5 so
ausrichten, dass der Fahrstift auf dem Graphen liegt und der Zeichenstift auf
der linken Seite des Zeichenblatts. Nun kann die Kurve abgefahren werden.

Anschliefend kann man die Zeichnung der Stammfunktion entnehmen.
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3.9.4. Wirkweise

Zuné&chst wird betrachtet, welche Funktion das Gerét zeichnet, wenn man den
Graph einer konstanten Funktion y = f(x) = c abféhrt.

Wie unter Anwendung beschrieben, richtet man den Wagen W5 auf dem Wa-
gen W, zundchst so aus, dass die beiden Befestigungspunkte des Einstellwin-
kels auf einer horizontalen Linie liegen, und legt die Zeichnung des Graphs
von f so unter den Fahrstift F, dass sich unter dem Fahrstift direkt die x-Achse
befindet. Nun verschiebt man den Wagen W5 so, dass der Fahrstift auf dem
Graph der konstanten Funktion liegt. Da der Graph einen Hohenabstand von
|f (x)] zur x-Achse hat, wird der Wagen genau um f (x) nach oben bzw. unten
geschoben.

Die beiden Befestigungspunkte des Richtungslineals haben also einen Hohen-
abstand von f(x) und einen horizontalen Abstand von b. Damit ist der Winkel
des Lineals und des Schneidenrades gegen die Horizontale eindeutig festgelegt.

Der Zeichenstift zeichnet auf dem Wagen W, eine Gerade mit der Steigung

%x). Wenn man den Wagen W, also um b nach rechts verschiebt, so verschiebt

das Schneidenrad den Wagen W; um f(x) nach unten. Die Inetragtionsbasis b
wiederum lasst sich wie unter Aufbau beschrieben verstellen.

Was geschieht beim Abfahren von zwei konstanten Funktionen, die durch eine
Sprungstelle verbunden sind? Auch in diesem Fall wird die Stammfunktion
gezeichnet. Wenn der Fahrstift an der Sprungstelle senkrecht nach oben oder
unten bewegt wird, verdndert der Zeichenstift seine Position nicht. Nur das
Schneidenrad verandert seinen Winkel. Nach der Stammfunktion zu der ersten
konstanten Funktion wird also stetig die Stammfunktion zu der zweiten kon-
stanten Funktion weitergezeichnet.

Nun l&sst sich aber jede integrierbare Funktion beliebig genau mit konstanten
Treppenfunktionen approximieren. Auf diese Weise wird auch die gezeichnete
Stammfunktion die gesuchte Stammfunktion immer weiter approximieren. Im
Grenzwert dieses Prozesses fahrt man mit dem Fahrstift quasi eine beliebige
integrierbare Funktion ab und das Gerat zeichnet die zugehorige Stammfunkti-
on.

g.e.d.
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4. Historisches zu den Maschinen
und der TH Darmstadt

Die Maschinen, die in dem letzten Kapitel vorgestellt wurden, stammen alle
aus der Produktion der Firma A. Ott und sind zum Teil durch eine Kooperation
der Firma A. Ott mit der TH Darmstadt — heute TU Darmstadt — entstanden.
Die Firma A. Ott wurde 1873 in Kempten von Albert Ott als »Mathematisch-
Mechanisches Institut« gegriindet. Sie stellte bis in das Jahr 1990 mathemati-
sche Instrumente her und gewann Anfang des 20. Jahrhunderts internationales
Ansehen fur die Entwicklung und Herstellung von Integrierinstrumenten, die es
bis dahin entweder noch gar nicht oder nicht in den von Ott daftr gefundenen
neuen Formen bzw. Ausfiihrungen gab®’. Auch Pantographen und
Kartiergerate wurden durch Ott verbessert. Ein weiteres Geschaftsgebiet war
von Anfang an die Entwicklung von Messtechnik im Bereich der Hydrometrie.

In diesem Gebiet ist die Firma auch heute noch tétig.

Prof. Dr. Joachim Fischer, Geschéftsfihrer der Ernst von Siemens Kunststif-
tung, hat sich eingehend mit der Geschichte der mathematischen Instrumente
aus der Firma A. Ott und insbesondere auch mit der Kooperation der Firma A.
Ott mit der TH Darmstadt beschaftigt. Dieses Kapitel basiert auf zwei Beitra-
gen von ihm, aus dem Jahrbuch »125 Jahre Ott. Eine Reise durch Zeit und
Technik«® und der Festschrift »Rechnende Maschinen im Wandel: Mathema-
tik, Technik, Gesellschaft«®®. Ich beschranke mich darauf die Ausfiihrungen
von Fischer zusammen zu fassen und komprimiert die wichtigen historischen
Quellen und Personen, sowie die Beziehung der Firma A. Ott zu der TU Dar-

mstadt im Zusammenhang mit den Geréaten zu beschreiben.

% vgl. Fischer (2011), S. 33.
8 Fischer, Joachim: Zur Geschichte der Mathematischen Instrumente aus der Herstellung der
Firma A. Ott, Kempten. In: OTT Messtechnik: 125 Jahre OTT. Eine Reise durch Technik und
Zeit. Kempten: 1998, S. 159-183.
* Fischer (2011), S. 33-110.
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Fischer geht davon aus, dass ein wesentlicher Teil der Errungenschaften in der
Planimeter-Entwicklung der Firma A. Ott auf die Beziehung zwischen Dr.-
Ing. Ludwig Albert Ott (1883-1946) und Prof. Dr. rer. techn. Alwin Oswald
Walther (1898-1967) von der TH Darmstadt zurtick zu fiihren ist. Ludwig Ott
war Uber die Jahre hinweg der »mathematische Kopf« der von dem friih ver-
storbenen Albert Ott (1847-1895) gegriindeten Firma, wahrend Ludwigs alterer
Bruder Hermann Albert Ott (1881-1964) Konstruktion und Produktion der In-
strumente verantwortete*.

Alwin Walther hatte einen Lehrstuhl fur Mathematik an der TH Darmstadt inne
und entwickelte diesen weiter, zunéchst zu einem »Lehrstuhl fir praktische
Mathematik«, dann zu einem »Institut fir Praktische Mathematik« (IPM).
Nach der Emeritierung und dem ein Vierteljahr spéter folgenden Tod Walthers,
wurde das Institut aufgelost®’. Alle Gerate, die in dieser Arbeit beschrieben
werden, stammen aus dem Inventar des IPM und tragen Inventarnummern des
Instituts.

Eine weitere bedeutende Personlichkeiten im Rahmen dieser Kooperation war
Heinz Adler, ein Schiiler Alwin Walthers, der in der Zeit der Kooperation mit
Ott gerade sein Diplom in Physik ablegte und mit Walther zusammenarbeite-

te?,

Weitere wichtige historische Quellen zu der Kooperation sind der erhaltene
Briefwechsel zwischen Ludwig Ott und Alwin Walther von 1928-1945, sowie

das Firmenmuseum der Firma A. Ott*,

Zu den Maschinen, die aus der Kooperation hervorgegangen sind:

Das Grund- und Quadrat-Linearplanimeter® ist von Heinz Adler entwickelt
worden und trug zu Beginn auch den Beinamen »Adler-Ott«. Die Entwicklung
des Geréts ging zurlck auf eine Fragestellung der Familie Siemens an die
Firma A. Ott, ob es mdglich sei, das Volumen einer Glihbirne durch Abfahren

des Meridians zu bestimmen (als Rotationsvolumen). Die Frage wurde an

** Fischer (2011), S. 33.
' vgl. Fischer (2011), S. 33f.
%2 vgl. Fischer (2011), S. 36ff.
* vgl. Fischer (2011), S. 34f.
i Vgl. das deutlich ausfiihrlichere Kapitel in Fischer (2011), S. 38ff. In diesem Abschnitt fasse
ich das Kapitel von Fischer nur zusammen.
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Alwin Walther weiter gegeben, welcher diese wiederum, nach eigenen Uberle-
gungen, an Heinz Adler weiter gab®. Es ging nicht um die Erfindung eines
Quadratplanimeters (dieses wurde z.B. in der Ausfiihrung von Jakob Amsler
schon tiber 1500 Mal produziert®®), sondern um das Finden einer geeigneteren
und einfacheren Konstruktionsform.

Adlers Verdienst besteht darin, den bereits bekannten Zusammenhang zwi-
schen Quadrierung und Winkelverdopplung, sin?(a) = %(1 — cos(2a)), mit

dem Gedanken des gleichschenkligen Dreiecks zu einer neuen und einfacheren
Form des Quadratplanimeters zu verbinden®’. Die Idee das Grund- und Quad-
ratplanimeter zu einem Gerat zu kombinieren stammt offenbar von Ludwig
Ott®. Adler entwickelte auf Grundlage der Idee der Winkelverdopplung spéter
auch noch Wurzelplanimeter und Kubikplanimeter mittels Winkelhalbierung
und Winkelverdreifachung™.

Es folgte die Einsparung des Hilfsarmes, der die Kurve y? abféhrt und den wir
auch in Kapitel 3.3.4.2 kurz zur Erklarung herangezogen haben, und einige
Genauigkeitsuntersuchungen von Kurt Wembheuer, einem Studenten von Alwin
Walther. Im Zuge der Genauigkeitsuntersuchungen regte Wemheuer an, das
Gerat so aufzustellen, dass es oberhalb der Zeichnung steht und nach unten
ausgerichtet ist, damit man mit dem Arm, der den Fahrstift flihrt, nicht Gber die
Leitschiene hinweg greifen muss*. AuBerdem regte er Distanzstabe nach dem
Vorbild von Jakob Amsler an. Diese Anregungen wurden von Ott umgesetzt.

1930 entwickelte Heinz Adler auf Wunsch von Ludwig Ott ein so genanntes
korrigiertes Radialwurzelplanimeter also ein Wurzel-Planimeter, das in Po-
larkoordinaten gezeichnete Graphen verarbeiten und dabei auch noch bestimm-
te Abweichungen vertragen kann*'. Da dieses Gerét nicht Gegenstand dieser
Arbeit ist, verweise ich fir weitere Informationen auf die Ausfuhrungen von

Fischer.

Vgl. Fischer (2011), S. 38f.

Vgl. Fischer (2011), S. 39.

Vgl. Fischer (2011), S. 39.

Vgl. Fischer (2011), S. 51.

% vgl. Fischer (2011), S. 52ff und 69ff.
Vgl. Fischer (2011), S. 45ff.

Vgl. Fischer (2011), S. 86f.
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Festzuhalten ist jedoch, dass Heinz Adler bei der Entwicklung des korrigierten
Radialwurzelplanimeters mit der Technik der Kurvensteuerung in Kontakt ge-
kommen ist, weiter mit dieser Technik experimentiert hat und sie an Ott heran-
getragen hat*2. Mir ist nicht bekannt, ob diese Beschaftigung und Korrespon-
denz schlussendlich zu der Entwicklung des Potenzplanimeters mit Kurven-
steuerung gefuhrt hat, es ist flr mich aber denkbar, dass es ein wichtiger Bau-
stein flr die Entwicklung war. In den Texten von Fischer konnte ich nichts
uber einen Bezug zu der TH Darmstadt bei der Entwicklung des Geréts fin-

den®.

Der Integraph Adler-Ott wurde ebenfalls von Heinz Adler entwickelt. Auch
hier ging es nicht um die Erfindung eines Integraphen. Alwin Walther hatte
selbst einen Integraphen in der Bauart von Gottlieb Coradi an seinem Lehr-
stuhl. Der Integraph von Coradi war damals der einzige verbreitete Integraph®’.
Fischer vermutet in der Unzufriedenheit Walthers mit dem Integraphen von
Coradi den Anlass, Heinz Adler damit zu beauftragen, eine geeignetere
Konstruktionsform zu suchen®. Auch der Integraph von Coradi enthielt schon
als zentrale Funktion ein Schneidenrad, wie es auch spéter in der Konstruktion
von Adler beibehalten ist. Es ist anzunehmen, dass Adler das Schneidenrad als
zentrale Funktion beibehielt und davon ausgehend nach einer einfacheren Kon-
struktion suchte.

Nachdem die Firma A. Ott sich aufgrund der finanziellen Lage zun&chst nicht
dem Gerat widmen konnte und nach spaterem Experimentieren mit verschie-
denen Materialien und Formen, bot Ott das Gerét 1937 schlieBlich offiziell im
firmeneigenen Katalog an. Dort wurde das Gerat mit einem kurzen einleitungs-

text prasentiert, dessen erster Satz war:
»Der Integraph Adler-Ott beruht auf dem allgemeinen Konstruktionsprinzip der Integ-
raphen von Abdank-Abakanowicz und ist im besonderen eine Vervollkommnung jenes
Baumusters dieses Erfinders, das derselbe gemeinsam mit Herrn Pollard, Direktor des

»Ecole du génie maritime« ausgearbeitet hat.«*

*2vgl. Fischer (2011), S. 70ff.
* Die einzige Erwdhnung, die ich gefunden habe ist zu finden unter Fischer (1998), S. 170.
* vgl. Fischer (2011), S. 97f.
* vgl. Fischer (2011), S. 93,97.
* Zitiert nach Fischer (2011), S. 104.
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Bruno Abdank-Abakanowicz hatte in der Tat 1882 ein Modell prasentiert, bei
dem eine Zeichenflache durch ein Schneidenrad vertikal verschoben wurde,
wahrend sich das Schneidenrad nur auf einer Gerade bewegte*’. Fischer geht
jedoch davon aus, dass Adler von dieser Arbeit keine Kenntnis hatte und unab-
hangig von Abdank-Abakanowicz denselben Mechanismus erfand*®.

Walther veroffentlichte 1936 einen Artikel »Mathematische Gerate zum Integ-
rieren, in dem er den Integraphen erstmals einer breiteren Offentlichkeit vor-
stellte™.

Fischer schatzt, dass zwischen 1942-1963 ca. 160 Integraphen Adler-Ott ver-
kauft wurden®’. 1972 wurde die Herstellung eingestellt™. Das letzte Exemplar

wurde vermutlich 1975 verkauft.

Zu erwéhnen sind zum Schluss noch zwei weitere Gerate, die in enger Zusam-
menarbeit mit dem Institut fur Praktische Mathematik an der TH Darmstadt
entwickelt wurden: Der Differentio-Integraph und die Differentialglei-
chungsmaschine. Fischer bezeichnet sie als »Hohepunkte der elektromechani-
schen Analogtechnik«®?. Fischer schreibt weiter: »Mit diesen Maschinen konn-
ten nicht nur einfache Integrale berechnet und ausgewertet, sondern grof3e
Klassen von Differentialgleichungen geldst werden — mit zahlreichen Anwen-
dungsmaglichkeiten in den Natur- und Ingenieurwissenschaften«®. Diese Ge-
rate sind jedoch auch bei Fischer nicht ndher beschrieben und zudem nicht Ge-
genstand dieser Arbeit.

Insgesamt ist aus diesen Beispielen ersichtlich, dass das Institut fur Praktische
Mathematik an der TH Darmstadt eine grof3e Rolle bei der Entwicklung einiger
wichtiger mathematischer Messinstrumente spielte und dass ohne die Beteili-
gung der TH Darmstadt viele der vorliegenden Geréte nicht entstanden waéren.

* Vgl. Fischer (2011), S. 94ff.

*® Vgl. Fischer (2011), S. 96,100f.
* vgl. Fischer (2011), S. 104.

*% vgl. Fischer (2011), S. 106.

> vgl. Fischer (2011), S. 106.

>? Fischer (1998), S. 170.

> Fischer (1998), S. 170.
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7. Anhang

e Video zu dem Harmonischen Analysator

e Bilder zu den verschiedenen Geréaten
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